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Resumo

O objetivo do estudo € o ajuste de modelos dindmicos estocdsticos a séries temporais
com dados ausentes que, por esta caracteristica, ndo permitem o ajuste por modelos frequentistas
convencionais. Foi usada uma andlise Bayesiana em que as distribui¢Ges posteriores marginais
das estimativas foram obtidas com o método de aproximacdo de Laplace integradas e aninhadas
(Integrated Nested Laplace Approximation - INLA). Selecionou-se o melhor modelo a partir do
Critério de Informagdo da Deviancia (Deviance Information Criterium - DIC). Como estudo de
caso foi utilizada uma série temporal da evolu¢do mensal do preco de varejo do Bagre no municipio
de Rio Grande, ao longo de 11 anos (2006 a 2016). Esta série, contendo 22% dos meses sem
informac@o (dados ausentes), foi disponibilizada pela Unidade de Pesquisa em Economia Costeira
e Marinha do Instituto de Ciéncias EconOmicas Administrativas e Contabeis, da Universidade
Federal do Rio Grande. O melhor modelo selecionado via DIC foi o modelo de Markov Oculto
(Hidden Markov Model - HMM) de ordem 3, HMM(3). A série latente de precos foi ajustada a
partir deste modelo, fornecendo estimativas intervalares de prego com os respectivos intervalos de
credibilidade de 95% para todos os meses do periodo analisado.

Palavras-chaves: INLA, Modelo Dinamico, Séries Temporais, Analise Bayesiana, Dados Au-
sentes.

Abstract

The article aims to fit a dinamic stocastics model to a time series containing missing data,
that for this reason, does not allow a fit by classic models. It was used a Bayesiana approach, in wich
the Posteriors marginals distributions were estimated by Integrated Nested Laplace Approximation
- INLA. The best fit model was slected by the Deviance Information Criterium - DIC. As a case
study we used a time series of monthly evolutions of retail price of catfish in the municipality
of Rio Grande, throuout 11 years (2006 to 2016. This time series containing 22% missing data,
was available on Unidade de Pesquisa em Economia Costeira e Marinha do Instituto de Ciéncias
Econdmicas Administrativas e Contabeis, da Universidade Ferderal do Rio Grande. The best fit
model selected by DIC was the Hidden Markov Model - HMM) of order 3, HMM(3). The latent
series was adjusted by this model, providing an interval estimation of price with credibility of 95%
to all analysed months.
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1 Introducao

A atividade da pesca no Brasil € um dos setores produtivos mais antigos da economia, € na
literatura econdmica um dos menos estudados nesta drea, principalmente quando sdo buscados estu-
dos analiticos, que requerem coeficientes estimados e modelagem melhor elaborada para anélises de
séries temporais. Este fato, ja registrado por estudos que buscam por estas andlises, ao logo das duas
ultimas décadas (Abdallah, 1998; Abdallah e Bacha, 1999; Finco e Abdallah, 2001; Fagundes, Vicente
e Margarido, 2002; Silva, Hood e Pinto, 2006), traz a tona a preocupacao com a defasagem cientifica
na drea da economia pesqueira, o que propicia o ndo desenvolvimento cientifico e tecnoldgico do se-
tor pesqueiro brasileiro, principalmente quando da necessidade de formulagdo de politicas ptblicas
orientadas para o desenvolvimento sustentdvel deste setor, em suas dimensdes tanto econdmica, como
social, ambiental e politica.

No pais, os dados quantitativos de andlise sobre a economia da pesca sao, em sua maioria,
quando existentes, registros incompletos, com coletas interrompidas, afetados pela descontinuidade
e lacunas nas informacdes, fato este decorrente de politicas publicas também descontinuas do setor
pesca, reflexo da vulnerabilidade e falta de politica de Estado para estruturar este segmento produtivo,
ou seja, estabelecimento de uma estatistica pesqueira nacional.

Com o propdsito de contribuir para o setor, melhorando a informacao cientifica de andlise da
pesca no pais, muitas das informagdes quantitativas da economia pesqueira nacional surgem de proje-
tos de pesquisa e/ou extensao, muitos destes locados e desenvolvidos em Universidades e/ou Institutos
de Pesquisas do pais, envolvendo trabalho de coleta, organiza¢do e andlise por pesquisadores, técnicos
e estudantes que atuam nesta drea.Exemplos destes sdo os registros de projetos de pesquisa e extensao
da UFES (www.pesca.ufes.br), da UNIVALE (http://pmap-sc.acad.univali.br/index.html), da FURG
(http://www.imef.furg.br/documentos/Boletim-Estatstica-Pesqueira-2016-.pdf), entre outros, contendo
estatisticas pesqueiras, porém, muitas vezes gerando dados num periodo especifico do tempo, tendo
vigéncia ndo continua caracterizada pela finalizacdo dos seus projetos e convénios, produzindo, as-
sim, os dados de forma descontinuas, com lacunas, o que deixa o segmento produtivo com registros
incompletos para andlises.

O presente estudo utiliza de dados que foram coletados por um destes projetos, denotado “Indi-
cadores de precos de pescado pago pelos consumidores no municipio do Rio Grande”, criado em 2004,
locado no Instituto de Economia da Universidade Federal do Rio Grande — ICEAC/FURG, coordenado
dentro da Unidade de Pesquisa em Economia Costeira e Marinha — UPEC-Mar www.upec.furg.br. A
partir desse projeto, criou-se um banco de dados de registros de precos de pescados comercializados
no varejo, do municipio de Rio Grande, de diferentes espécies e modalidades de venda, com periodi-
cidade mensal e desde o ano de 2004.

Considerando a auséncia de informacOes mensais de pregos em alguns registros do banco de
dados de pregos de pescado no varejo do municipio de Rio Grande/RS, e com a preocupagdo em apri-
morar séries temporais com dados ausentes para usos futuros de andlises de modelagem matematica
e econométrica na economia da pesca, desenvolveu-se este estudo, que tem como objetivo o ajuste de
modelos dinAmicos estocdsticos a séries temporais com dados ausentes, usando uma anélise Bayesiana
e a série temporal da evolucdo mensal do preco de varejo do Bagre no municipio de Rio Grande, ao
longo de 11 anos (de 2006 a 2016), série esta com 22% dos meses sem informacao (dados ausentes),
tendo o preco de varejo do pescado “bagre” no municipio de Rio Grande — RS como estudo de caso.

Propde-se, assim, ajustar modelos dinAmicos estocdsticos a série temporal de precos do bagre,
com dados ausentes em sua série temporal, e por esta caracteristica, ndo permitem o ajuste por modelos
convencionais. A andlise Bayesiana € usada, estimando os dados a partir do método de aproximagdo
de Laplace integradas e aninhadas (Integrated Nested Laplace Approximation — INLA). Especifica-
mente, os objetivos sdo: i) modelar as observacoes do preco do Bagre como fun¢do da varidvel latente
com ruido em um GLDM; ii) implementar o modelo no software R usando o pacote INLA partindo
de uma aborda- gem Bayesiana; iii) selecionar o melhor modelo ajustado dando um grau de incerteza



para cada ponto, permitindo estudos futuros sobre a série; e iv) levantar hipéteses sobre o modelo
ajustado que possam servir de motivacao para trabalhos futuros.

Espera-se, com este estudo, contribuir com o aprimoramento e robustez de séries temporais
com dados ausentes a partir da aplicacdo de ajustes por modelagem matematica ndo convencional,
aplicados em principio, a dados que traduzem a economia pesqueira. Uma vez ajustada a série, a meta
num passo futuro € analisi-la, sob a 6tica econdmica, considerando o contexto de andlise em que o
comportamento dos dados estdo inseridos, e aplicando tais séries para estimativas de coeficientes na
drea econOmica de andlise. Este estudo se traduz como um suporte a evoluciao da drea da economia
da pesca no pais, uma vez que permitird aprimorar a fonte de informacdo quantitativa para usos em
andlises com modelagem econdmicas para o setor pesca.

Este artigo apresenta a introdugdo, nesta primeira parte. Na parte 2 € apresentada a base me-
todoldgica, descrevendo na sequéncia o material e métodos utilizados na parte 3. Na parte 4 faz-se a
aplicacdo metodoldgica e a discussdo dos resultados, e na tltima parte, tem-se a conclusao do estudo

2 Referéncia Metodologica

Neste item sdo apresentadas a base metodoldgica para o entendimento de séries de tempo,
modelos dindmicos e inferéncia Bayesiana, contetido basico para a melhor compreensao do modelo
dindmico de ajuste.

2.1 Processo estocastico e Séries de Tempo

Um processo controlado por leis de probabilidades, o processo estocdstico € uma familia Y de
fungdes onde cada par ordenado (Y (¢),w) segue uma fungdo distribui¢ao de probabilidade (F.D.P.).
E definido formalmente em Morettin e Toloi (2006) como:

Definicdo 1. Seja T um conjunto arbitrdrio, um processo estocdstico é uma familia y = {Y (t),teT'},
tal que , para cada t € T, Y (t) é uma varidvel aleatéria.

Dado um certo w € €2, onde €2 é o espaco amostral do ponto ¢, entdo, obtemos uma trajetéria
Y “@)(t), esta funcdo é conhecida como Trajetéria ou Série Temporal, usaremos a notagio y, em sim-
plificacdo a Y; = {v1,¥2, ..., yn}, onde n € o nimero de observagdes, e y; quando escalar.

Em séries temporais geralmente o foco principal € a previsao (forecast), onde queremos sa-
ber Y,,; para h,t € Z". Como € intuitivo, supde se que quanto menor for o / mais precisa serd
a nossa previsdo. Podemos também fazer uma previsdo retrocedendo no tempo quando tomamos
{he Z";t e Z* ;| h |< t} para preencher lacunas desconhecidas (missing data), nesse caso, cha-
mamos o processo de backcast. Além de previsdes, o processo da série em si € também um objeto de
estudo. A decomposicao de série em tendéncia, sazonalidade e ruido pode nos dar muitas informacdes
sobre 0 seu comportamento, € o modelo ajustado pode nos permitir criar hipdteses sobre o processo.

2.2 Modelos Dinamicos

Os Modelos Dindmicos ou Espaco estado, sao um conjunto de modelos onde o tempo € a va-
ridvel explicativa dada a forma funcional. Permitindo descrever a evolu¢do do fendmeno em relacdo
aos parametros do modelo.

Usaremos um Modelo Dindmico Linear Gaussiano (Gaussian Linear Dynamic Model - GLDM), de-



finido em West e Harrison (1989) como:

id

Equagdo de Observagdes v = Flay + vy, v ~ N(0,V}) (1)
Equacdo do Processo s = Gyry_1 + wy, wy i N(0, W) (2)
(3)

i ) Onde y; é um vetor n x 1 dos dados observados, € a varidvel observada ou estado, explicada
ou pelo processo.

ii ) ¢ é um vetor p x 1, uma simplificagdo para X; = {x, zo, ..., z,}, do processo de estado no
tempo t, parametro estocdstico, com p sendo o nimero de defasagens (lag’s) do modelo.

iii ) vy e w; sdo os erros, considerados ndo correlacionados temporalmente nem entre si.

iv ) G é chamado de matriz do sistema e F a matriz de observagdes. Onde Gy é px p,e F/ én
xponden > p

v ) Sendo onde n numero de coletas por observagdo e os hiperparimetro 8 = {F}, Gy, V;, W}

2.3 Revisao dos Modelos
Existe uma ampla gama de modelos utilizados para a analise de séries temporais. Dos modelos
dindmicos univariados cldssicos, propostos em E.P.Box e M.Jenkins (1976) temos:
i ) O Autorregressivo ( Autoregressive - AR) de ordem h, AR(p):

itd
AR(p) yi = po + prye—1 + -+ + Ppli—p + Wy w; ~ N(0,0%) 4)

ii ) O Médias Mdveis (Moving Average - MA) de ordem q, MA(q)

MA(q) yr = wi + 01wy + ...+ Ow,_g + w, w, 4 N(0, %) (5)

iii ) O Autorregressivo de Médias Mdveis ( Autoregressive Moving Average - ARMA) de ordem
h e q, ARMA(,q).
iid
ARMA(p,q) ye = po + p1ye—1 + = + pale—p + we + 01wy + ...+ Opwe—g wy ~ N(0, o?)
(6)

onde 0y,...,0,, p1,. .., ppsdo constantes reais, h e q sdo nimeros inteiros ndo negativos que indicam
a ordem (nimero de defasagens) dos processos AR e MA, respectivamente.

Esses modelos sdo estimados pelo método frequentista dos Minimos Quadrados Ordinarios (MQO),
possuem muitas limita¢des, dentre elas:

i ) O problema da micro-numerosidade, quando se tem poucas observagdes e necessita-se estimar
um ndmero grande de parametros;

ii ) Séries com lacunas, acarretam a impossibilidade de ajustar o modelo inferencial;

iii ) As observacdes sdao produzidas pelo processo sem o erro do processo latente.

As limitagdes (i) e (ii), se devem ao método MQO, a limitacao (iii) € um erro estrutural dos modelos,
por ndo levar em consideracao os erros observacionais ;.



2.4 Inferéncia Bayesiana

Na abordagem Bayesiana de inferéncia estatistica, a probabilidade € definida como métrica
de incerteza. Modelando um GLDM, faremos inferéncia sobre os parametros calculando graus de
incerteza sobre os mesmos, tanto observados como latentes, por meio de uma F.D.P. Posteriori. O te-
orema de Bayes € a peca central dessa abordagem, nos dando uma relacdo de proporcionalidade para
a distribuicdo a Posteriori em funcdo da: i) funcdo de verossimilhanga m(y;|0), que é o modelo de
probabilidade que descreve os dados; ii) distribuicdo a Priori 7(6), o que ja sabiamos sobre os pari-
metros antes de vermos os dados; iii) E Pobabilidade Marginal dos dados 7(y;), que é a probabilidade
de obtermos esse dado dentre todos os 8’s possiveis:

7 (y:|0)7(0)
m(O0ly) = ———~— )
7(Ye)
Note que tanto os dados futuros quanto ausentes também sdo incertos e podem ser representados por
distribuicdes Posteriori’s, estas que em alguns casos particulares podem ser escritas analiticamente
como uma conjugac¢do de distribui¢des ja conhecidas, método conhecido como familias conjugadas,
definido em Kinas e Andrade (2010), como:

Definicdo 2. Seja F' uma familia de distribuicoes para a verossimilhanca 7(y | 0) e P uma familia
de distribuicoes para a priori 7(0). Dizemos que F e P sdo familias conjugadas de distribuicées se
a distribuicdo posterior w(0 | y) também for membro de P.

Em casos genéricos existem dois caminhos para se utilizar, um de simula¢do e o outro de
aproximacao. Dentro dessas sub-dreas existem alguns métodos como:

i ) Simulacdo por Cadeias de Markov de Monte Carlos (MCMC) (Markov chain Monte Carlo)
para esse propdsito temos por exemplo o Amostrador de Gibbs e Metropolis-Hastings. Uma
introducdo a esses métodos pode ser vista em D. Cemgil A.T. (2011);

ii ) A Aproximacao de Laplace Aninhada Integrada (Integrated Nested Laplace Approximation -
INLA) (RUE; MARTINO, 2005) e Aproximag¢ao Gaussiana (RUE; HELD, 2005)
Ambos os caminhos tem seus respectivos pacotes implementados no software R. A principal di-
ferenca prética entre eles € o custo computacional. O MCMC, por exemplo, depende de critérios
de convergéncia, embora sua robustez seja indiscutivel. Para Modelos Dindmicos, em particu-
lar os GLDM, onde o tempo computacional do MCMC deixa muito a desejar, os métodos de
aproximagao como o INLA vem ganhando mais adeptos nos ultimos anos.

3 Material e Métodos

3.1 Banco de Dados

O banco de dados utilizado constitui-se de séries de precos de pescados comercializados no
municipio de Rio Grande, coletados com periodicidade mensal, desde o ano de 2006, pela Unidade de
Pesquisa Costeira e Marinha (UPEC-Mar). A coleta € realizada em pontos amostrais de comercializa-
cdo de pescados em diferentes bairros no Municipio, registrados os pre¢os em reais por quilograma,
valores correntes, categorizados por espécies e tipos de processamentos (inteiro sujo, inteiro limpo,
filés, posta, etc). Os precos estao disponiveis mensalmente no site UPEC_Mar www.upec.furg.br.
Das séries analisadas, escolheu-se o Bagre, contendo 116 observagdes mensais, no periodo de 2006
a 2016, porém, observando auséncia de alguns registros. O preco deste pescado representa o registro
de trés espécies de bagre: (i) Genidens genidens, (ii) Genidens barbus e (iii) Genidens planifrons.

As espécies (ii) e (iii) estdo em foco pela recente discussao sobre a sustentabilidade de sua


www.upec.furg.br

pesca. Elas foram categorizadas respectivamente como Espécies em Perigo (EN) e Espécies Critica-
mente em Perigo (CR), na portaria 445 de 2014 e MMA 2016 que tratam sobre o tema.

Na Figura 1, pode-se visualizar as séries do Bagre categorizadas por processamentos, ressaltando as
respectivas auséncias de dados em meses especificos.

Figura 1: Preco mensal do Bagre em Rio Grande agosto de 2006 a Marco de 2016, parenteses indicam
a propor¢ao de dados ausentes.
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Fonte: Elaborado com dos dados de pre¢os mensais do bagre, ICEAC-FURG:www.upec.furg.br.



3.2 Modelos Dinamicos e Modelo de Markov Oculo

Dentro dos Modelos Dinamicos optamos por utilizar um processo da familia dos Autorregres-
sivos como na Equacdo 4 no campo latente, também conhecido como modelo de de Markov Oculto
(Hidden Markov Model - HMM). Um AR(1) adicionado a variavel latente seria um HMM(1), consi-
derando o erro observacional v;. Ou seja, um AR(p) e um HMM(p) teriam a mesma forma dindmica,
considerando que o erro da observacdo € nulo v; = 0. Reescrevendo GLDM da Equagdo 2 com k=1
observagdes por més temos:

1id

Equagdo de Observagdes yr = Floy + vy, vy ~ N(0,V) (8)
Equagdo do Processo xy = Gury_1 + wy, Wy e N(0,W) 9)
(10)
Ty Ti_q 1 wy Uy
Ti_ Ti_ 0 0 0
Ty = t.l Ti—1 = t.2 F=1. wy = | . U =
Lt—p+1 pxl Lt—h pxl 0 pxl 0 pxl 0 pxl
-Pl P2 Ph—1  Ph ]
1 0 0 0
G = .
0 0 0 O
o 0 ... 1 0
L 4 pap

Um modelo Dindmico pode ser visto na forma de modelo Hierdrquico Bayesiano. Nesses modelos
existem pelo menos dois niveis de dependéncia entre as varidveis.

Hierarquia (11)
Nivel 3 0~ m(0) (12)
Nivel 2 r~m(x|0)=N(x;0,Q () (13)
Nivel 1 ylax -~y | x), i=1,...,n (14)

Onde os hiperparametros do HMM da Equacéo 8 sdo § = {V, W, p, }. Estes s@o estimados como base
para encontrar o processo gerador para as varidveis latentes e observadas. A distribuicao Posteriori da
forma Hierarquica 11 € escrita como:
r(@.0 | y) o 7(@)r(@ | 0) [[(wi | ).
i=1
Essas redes de informacao hierdrquica sao melhor representadas como Grafos Dirigidos Aciclicos
(Directed Aciclic Graph -DAG). Formalmente definido em Rue e Held (2005) como:

Definicao 3. Um grafo dirigido G é o par G = (V| E), onde V é o conjunto de nos e E é o conjunto
de arcos {i, 7}, onde i,j ¢ E, e existe uma ligacdo dirigida entre os nés i e j. Caso contrdrio ndo hd
ligagdo entre os elementos i e j. Um grafo é completamente conectado se {i,j} € E para todo i,j € V

comi # j.
A forma hierdrquica 11 usando DAG ¢ representada na Figura 2. Onde a dire¢do dos arcos
representa a dependéncia condicional, e os nds sdo varidveis com incerteza associada.

Cada um dos niveis contém ainda outras dependéncias simplificadas nesse grafo. Em particular
a do GLDM escolhido na Equagdo 8 considerando & = 1 em um DAC seria escrito como na Figura 3.
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FIGURA. 2: Grafo Dirigido Aciclico

Figura 3: Grafo Dirigido Aciclico de um HMM(1)

3.3 Campos Aleatérios Gaussianos Markovianos

Uma das bases do INLA sdo os Campos Aleatérios Gaussianos Markovianos (Gaussian Mar-
kov Random Field - GMRF), estes provém dos Processo de Markov que € o processo de crescimento
da varidvel latente do HMM, e possui uma propriedade muito interessante de independéncia condici-
onal. Um GMREF ¢ formalmente definido em Rue e Held (2005) como:

Defini¢do 4. (Campos Aleatérios Gaussianos Markovianos) O vetor aleatério © = (x1,...,x,)T €
R é um GMRF com relagio ao grafo G = (V, E) com média p e matriz de precisdo Q = X~ > 0,
onde X é matriz de covaridncia, se e somente se sua densidade tem a forma

(@) = s | Q1 e (e — Qe = )

Qi # 0= {i,jleEVi#j

Ou seja € um vetor normalmente distribuido com a propriedade de independéncia condicional
associada. Uma forma de ver a independéncia condicional se d4 pelo Teorema 1.

Teorema 1. Seja x normalmente distribuido com média 1 e precisdo Q. Entdo para i # j temos:

Onde L significa independéncia, ou seja, podemos verificar em Q quando z; e x; sdo condi-
cionalmente independentes, observando apenas se a entrada Q;; € zero. Q € uma matriz esparsa, ou
seja com muitos zeros. A demonstragcdo desse teorema pode ser vista Rue e Held (2005, p. -33) .
Quando o GMREF ¢ escrito na forma dindmica a propriedade de independéncia condicional nao fica
tao clara. Por exemplo considere um AR(1) na forma dindmica teriamos:

Equacgao de Observacoes Yp = 1oy + 8 0 Uy YN (0,V)
Equagao do Processo Ty = P11 + Wy, Wy u N(0,1)
Simplificando:
Ty = P1%4_1 + Wy, w, ~ N(0,1), com | p |< 1



Escrevendo na forma condicional:

x| w1y w1 ~ N(prxg_q, 1) t=2,...,n

Como o processo é estaciondrio sua varidncia pode ser facilmente obtida. Usando V(.) como simbolo
para func¢do Varidncia e E(.) como simbolo para fungido Esperanga.

1
V(w) = V(pm) + Y] V@) - p@V(m) =1 = V() = ——
E(x:) = E(prar1) + Eeberl ) =E(z;) = 0

Sua densidade conjunta € da forma:

n
o) [ [r(@ilwaa) = m(@)m(@elz) . w(@a|zn) =
t=2

(2;)”/2 Q) 1 e (307 Q0)z

Um GMRF como pode ser visto na Defini¢ao 3.
Na Matriz de precisdao Q para um n=7. Como no Teorema 1 ela tem forma esparsa, o que indica as
independéncias condicionais. As entradas em branco sdo zeros.

L —p
—p 1+p* —p
Q=%"'= (15)
—p 14+p* —p
J4 a matriz de covariancia para é da forma:
L op p» p° pt p ]
p L p p*p° ptp
T R R A
S=1—= | e 1 oo (16)
Plipt o> 02 p 1 p p°
P> pt Pt op 1 op
% 0t gt o 1]

O que nao nos fornece muitas informagdes sobre o processo analisado.

3.4 Aproximacao de Laplace e Laplace-Simplificada

A aproximagdo de Laplace-Simplificada é uma aproximag@o de uma curva qualquer g(z) por
uma familia de fun¢des exponenciais. Para isso € usada uma expansao em séries de Taylor até a segunda
ordem centrada na moda z*, pois a moda € um ponto de maximo local (global se unimodal), portanto



sua derivada naquele ponto € zero.

.. Ologg(z* o 10%*logg(z* .
log g(r) ~ log (o) + ZOBIT) ey o SOLBIT)
o, 10%logg(z*) 2
= log g(z") + §T(l‘ —a")
1
Tomando 6= ——————
821(:9g$%(x)

Podemos escrever

_%\2
/elogg(a:)dz ~ g(x*)/exp {_M} dr = Normal($*762)

252

A aproximacao de Laplace para com x multivariado pode ser vista em Tierney e Kadane (1986) como:

(2m)"

Jim [ e = i\ a

onde H é a matriz Hessiana na moda z* (18)
o2

= 19

J axz(‘?x] r=x* ( )

As propriedades do GMRF sdo preservadas em ambos o0s casos.

3.5 Integrated Nested Laplace Aproximation

O principal objetivo do INLA ¢ a aproximag¢ao das marginais as Posteriori’s tanto das varidveis
latentes (isto €, ndo observadas) quanto dos Hiperparametros do GMRF os dados observados (coleta-
dos), permitindo assim realizar inferéncia Bayesiana sobre as varidveis. Ele produz uma aproximacgao
numérica para as nossas Posteriori’s de Interesse usando a Aproximacao de Laplace (TIERNEY; KA-
DANE, 1986). As Marginais sdo escritas como:

(x| y) = /’/T(ZEZ | 0,y)7(0 | y)do (20)
70 |y) = [ (6| y)as-, @1

Seja 7(. | .) a densidade condicional aproximada de Laplace dos argumentos, o INLA tenta construir
a aproximacao aninhada (Nested) das marginais como:

il y) = [ 71 0.9)7(0 | y)ao 22)
0, | y) = / #6 | y)do_ 23)

Jd que ndo temos uma forma analitica para 7(6 | y) e para 7(z; | 6, y) para o cdlculo de 23 e 22 o
INLA faz aproximacdes analiticas e integracdes numéricas em duas etapas:

i )Etapa- Se calcula (0 | y) e todas as outras marginais 7(6; | y) que queremos também podem
ser calculadas.

ii ) Etapa - Calculamos 7(z; | €, y) que é necessdria para o cédlculo das marginal Posteriori’s dos
parametros.
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Primeiramente ¢ feita uma aproximacgao da Posteriori (0 | y) dos Hiperparametros @ = {6y, ...,0,,} e R™.
Usando a definicao de probabilidade conjunta temos:

(6| y) = T®:09)  TO)n(@|O)(y|z) (6)(x]6)r(y]| =)

— ~ — (24)
(x| 0,y) (x| 6,y) Ta(z | 0,y) )

Onde 7g(x | 6,y) é a aproximagdo gaussiana para a condicional completa 7(x | 6,y), também
conhecida como aproximacdo por GMRF, com = = z*(€) sua moda (RUE; MARTINO; CHOPIN,
2009), (RUE; HELD, 2005).

1
(x| 6,y) x exp (—§wTQ(9)w2i log 7 (y; | xi)) ~

~ el’p(—%(fﬂ — 1) (Q(0) + diag(Cy)) (= — ) = 7a(z | 6,y)

Onde C; € o coeficiente da expansdo de logm(y; | z;) em Taylor até a segunda ordem, com centro na
moda, z;, como visto em Rue e Held (2005, p.-211). O que € equivalente a aproximacdo de Laplace
para (6@ | y), mostrado em Tierney e Kadane (1986).

Agora precisamos calcular 7(x; | 8, y). Uma maneira direta € para 7(x; | 6, y) usando uma
distribui¢ao Normal, onde o cédlculo da matriz de precisdo é baseada na decomposi¢do de Cholesky
(RUE; HELD, 2005). A aproximacdo foi testada em Rue e Martino (2005) mas apresenta erros de
assimetria e de alocacdo. A solucdo encontrada por eles foi usar a aproximagao de Laplace novamente.
Primeiramente decompomos x = (x;, _;). Temos entdo:

m((znz) | 0y)  7(z,0]y)
m(x_; | ©;,0,y) To(x—; | ©,0,Y) lz_=2* (2:,0)

Onde 7g(x_; | ©;0,y) é a aproximagdo gaussiana para a 7(x_; | z;,0,y) e x_; = x* (z;,0) sua
moda.

Como a aproximagao de Laplace é computacionalmente muito "cara", o INLA opta pela apro-
ximacgao simplificada de Laplace por default, para w(x; | 0,y).
Na pratica o INLA primeiro procura na marginal Posteriori conjunta do hiperparametro pela moda
de (@ | y). Disto é montada uma malha de pontos, deixando a nova base com origem na moda, e
se escolhe um conjunto G dos pontos relevantes {6*} juntamente com um conjunto de pesos para os
pontos mais relevantes { Wy}, de modo a gerar uma distribui¢cdo aproximada como na Figura 4.

Figura 4: Moda Encontrada; Mudanga de Base; Pontos Relevantes

Fonte: Minicurso Havard Rue

Cada Marginal Posteriori 7(0 | y) pode ser obtida interpolando os pontos calculados usando
uma taxa de corre¢do de assimetria. Como mostra na Figura 5.
Para cada 0*, a Posteriori condicional 7(x; | 6*,y) € entdo verificada na malha dos valores seleci-
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Figura 5: Pontos Encontrados; Interpolacdo da Marginal Posteriori.

Posterior marginal for thets Posterior marginal for theta, interpolated

log e leg.prec

Fonte: Minicurso Havard Rue

onados x; e a marginal Posteriori 7(z; |,y) é obtida por integragdo numérica, como na Equag@o 26,
considerando o conjunto de pesos Wg+, como na Figura 6 .

Ao ly) =Y #lxi | 07, 9)7(0" | y)Wo- (26)
0*cG

Comparacdes com o MCMC, comparagdo entre as aproximagdes de Laplace e Gaussiana para as

Figura 6: Conjuntos de Marginais Posteriori; Ajuste Com Pesos; Integracao Numérica.

Posterior marginals for x[1] for each theta ginals for x[1] for each theta (weighted) Posterior marginals. for x{1]

I

Fonte: Minicurso Hivard Rue

Marinais Posteriori’s podem ser encontradas em: Smedt et al. (2015), Rue e Martino (2005), Rue,
Martino e Chopin (2009), Rue e Held (2005).

3.6 Selecao de Modelo

O grau de ajuste aos dados é muito importante, em analogia com o R? em uma regressio
linear, queremos comparar diferentes modelos em uma mesma escala. Com esse propésito foi criado
o Critério de Informacgdo da Deviancia ( Deviance information criterion DIC), calculado como:

D(x;0) = 2%log(y;|x;, 0)
DIC =2E(D(x;80)) — D(E(x);0")
Ou seja DIC= "Qualidade do ajuste"+ "penalidade pela complexidade".
Outras métricas também sdo utilizados com o mesmo intuito, por exemplo: 1) Akaike information

criterion AIC, Bayesian information criterion BIC, usados para andlise frequentista; ii) DIC e mais
recentemente Watanabe—Akaike information criterion WAIC para modelos Bayesianos .

12



4 Aplicacao e Discussao

O pacote com o método ja implementado pode ser instalado facilmente usando o comando
install.packages(I N LA)no prompt do R ou Rstudio. Pode-se atualizar usando o comando inla.upgrade(),
ou caso convenha a versao de teste inla.upgrade(testing = TRUE). O pacote RINLA esta disponi-
vel para Linux, Windows e Mac. Depois de instalado, para carregar ultiliza-se o comando library(I N LA).

Os modelos autorregressivos ja estdo implementados. Outros modelos dindmicos podem ser
ajustados aplicando o método proposto em Cardenas, Krainski e Rue (2010), e Cortes (2014).

No Site R-INLA project www.r-inla.org € possivel encontrar documentos técnicos com uma pequena
descricdo de cada modelo implementado na pasta models.

Alguns critérios de selecdo podem ser solicitados para serem computados como: DIC, AIC,
WAIC, entre outros.

Para a aplicacdo a série do Bagre (Inteira Limpa), primeiramente foi considerado um modelo
simples, um Passeio Aleatério de ordem 1 (Random Walk - RW(1)) ajustado no processo latente. O
que no HMM(p) da Equagao 8 seria p=1 e p = 1. Em outras palavras, um RW(p) ¢ um AR(p) com
as varidveis p; que multiplicam as defasagens constantes e iguais a 1 p, = 1 (RUE; HELD, 2005). Ele
€ ajustado como:

formula <-dados ~“f(i, model="rwl", constr=F, prior = "normal",
param = c(mean=0,prec=1le-5)) -1

saida <- inla(formula, data = data.frame(t,pescado),

family = "gaussian",
control.compute = list(dic=T), verbose=F)

Para um RW(2), basta modificar "rw1"por "rw2".

Escolhemos uma Priori ndo informativa deixando a precisio 1210~° (precisdo € o inverso da
variancia) logo, escolhemos uma variancia alta para ndo enviesar a estimativa. Podemos ver na saida
do ajuste com o comando summary(r):

Time used:
Pre-processing Running inla Post-processing Total
0.1670 0.8640 0.0890 1.1201

Usando como Default do programa a aproximagao de Laplace simplificada, podemos ver que o tempo
total de processamento levou aproximadamente 1 segundo (1.1201), usando um processador Intel core
I5 com 4 Gb de memoria Ram.

Com base nas Posterioris o INLA calcula um intervalo de credibilidade por padrao de 95%
dando quantis para cada ponto amostral (dados ausentes ou nao), como podemos visualizar na Figura
7. Onde os pontos vermelhos sdo as observagoes.
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Figura 7: Intervalos de Credibilidade estimados para Bagre-Sujo com o modelo RW(1).

RW(1)

R$
Ke

= Quantil 0.3
== Quantil 0.023
== Quantil 0.973

—— Observados

Prego em

Ano

Fonte: Elaborada pelo autor

Para selecao de modelos calculamos o DIC. Ajustamos para comparagdao um HMM(1), Equa-
cdo 8, com h = 1 e p um hiperparametro a ser estimado, no cédigo:

formula <-dados ~“f(i, model="ar", order=p, constr=F, prior =
"normal",param = c(mean=0,prec=1e-5)) -1
Onde p € a ordem que queremos do auto-regressivo (em particular HMM(1) model="ar1"). Note

Figura 8: Marginais Posterioris Hiperparametros do modelo HMM(1)

Fonte: Elaborada pelo autor

na Figura 8 que, neste caso, a precis@o para p, manteve-se abaixo de 1, diferentemente do RW(1).

Testamos outros HMM(p), com diferentes defasagens p = {2, 3,4}, mudando apenas no c6-
digo p = 2, 3,4. Os resultados dos critério de informacao podem ser vistos na Tabela 1. O modelo

Tabela 1: Critério de Informac¢ao da Deviancia dos Modelos Testados

| INTEIRO SUJO |

HMM1) HMMQ2) HMM@3) HMM@A) RW(1) RW(Q2)
180.68 181.86 161.88 -515.26 18272 195.54

escolhido foi o de menor DIC em valor absoluto, (3) com DIC=161.88, onde a qualidade do ajuste
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Figura 9: Intervalos de Credibilidade estimados para Bagre-Sujo com o modelo HMM(1).

HMM(1)

R$
Ke

= Quantil 0.3
== Quantil 0.023
== Quantil 0.973

—— Observados

Prego em

Ano

Fonte: Elaborada pelo autor

(Deviance Mean) foi de 116.34 e o nimero de parametros efetivos (complexidade) foi de 45.54. Note
que um HMM(4) apresenta um DIC negativo, o que indica um sobreajuste (Overfiting) do modelo.
As posteriores podem ser vistas na Figura 10 e os intervalos de credibilidade de 95% ajustados podem
ser visualizados na Figura 11.

Figura 10: Marginais Posterioris dos Hiperparametros do modelo HMM(3)

Precisio para V Precisio para W

recisdio para pl Precisio para p2

0.9900 099235 0.9950 09975 10000

Precisdo para p3

X

Fonte: Elaborada pelo autor

Com menor DIC, as diferencas de ajuste entre 0o HMM(1) Figura 9 e HMM(3) Figura 11 se
tornam visiveis. O HMM(3) tem um refinamento maior, capturando além da tendéncia, as oscilagdes
referentes ao preco.

Como o peixe € um bem ineldstico, ou seja pequenas oscilagdes no preco ndo alteram a demanda, €
provével que essas variacdes se devam entdo ao volume de oferta do Bagre ou as oscilacdes de espécies
substitutas. Tal hipotese poderia ser testada adicionando co-varidveis de volume e preco ao modelo, e
verificando através da melhora efetiva no DIC por exemplo.

Poderiamos procurar padrdes, decompondo as séries de quantis em: tendéncia, sazonalidade e ruido.
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Figura 11: Intervalos de Credibilidade estimados para Bagre-Sujo com o modelo HMM(3).

HMM(3)

R$
Ke

= Quantil 0.3
== Quantil 0.023
== Quantil 0.973

—— Observados

Prego em

Ano

Fonte: Elaborada pelo autor

Com as posteriores para cada ponto possuimos muito mais informagdes que originalmente; e
mais hip6teses que podem ser levantadas e testadas do que com uma simples série completa. Algumas
delas que antes seriam impensdveis agora poder ser propostas. Por exemplo poderiamos comparar as
posteriores de dois meses como na Figura 12.

Figura 12: Posteriori para as Observagoes

Posteriotis para as observacdes

Meses
— Agosto 2007

— Agosto 2008

Fonte: Elaborada pelo autor

Visualmente temos o efeito de translacdo da FDP, entre os periodos de Agosto de 2007 e
agosto de 2008. Efeito este que pode ser explicado parcialmente pela inflacdo. Removendo a inflagao,
o preco poderia ser explicado por uma possivel maior escassez do pescado. Poderiamos também anali-
sar o grau de aumento dessas incertezas, entre periodos, calculando a razdo entre as Posteriori’s. Essas
e outras hipdteses podem ser levantadas no modelo com as Posteriori’s estimadas e as observagoes.
Outros estudos podem ser iniciados a partir do modelo ajustado.

O mesmo método pode ser ajustado a outras espécies do banco de dados.
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5 Conclusao

O INLA apresentou um potencial promissor em termos de velocidade, na estimagao das Poste-
rioris, nao havendo a necessidade de convergéncia, mostrando vantagem sobre métodos convencionais
como simulacdes por Cadeias de Markov.

O método de estimagao INLA estd muito entrelacado com os modelos dinamicos CAGM,
mesmo que este tenha uma ampla gama de modelos preditivos. Ou seja, os DLM’s que se enquadram
sao somente os Gaussianos, sendo o HMM um deles.

Ajustes de modelos com INLA sdo mais vantajosos que ajustes via MCMC, mostrando-se
este ultimo muito proibitivo, tonando assim o INLA a saida mais recomendavel.

Os materiais que explicam como o INLA funciona sdo dificeis de encontrar e muito pouco
didaticos, o que torna o uso dele mais restrito.

Para a Inferéncia Bayesiana, o INLA € uma ferramenta que se tornard um de seus pilares,
juntamente com o MCMC. Depois que as primeiras barreiras quanto ao aprendizado e entendimento
de uso desta ferramenta sao ultrapassadas, a facilidade para o uso comega a aparecer.

Na drea econOmica, a andlise Bayesiana ainda é pouco explorada. O INLA serd um bom co-
meco, fornecendo uma ferramenta 4gil e prética para ajustes de séries temporais econdmicas, pela
simplicidade de implementacdo do pacote do Software R, RINLA. Podem ser descobertas, a partir
das Posterioris dos modelos ajustados, novas interpretagdes econdmicas.

No uso do RINLA, neste estudo, obteve-se intervalos de credibilidade e distribui¢des de pro-

babilidade para cada ponto, a partir de modelos ajustados, podendo ser escolhido o melhor modelo
estimado através do DIC, tendo sido usada a série temporal de precos do bagre.
Dentre resultados possiveis a serem utilizados a partir destes ajustes, no presente estudo observou-se
o efeito de translacdo da funcao de distribui¢do de probabilidade para dois meses em anos diferentes,
e verificou-se que a forma da distribuicao de cada més se manteve com o mesmo padrao, indicando
assim, que a variabilidade dos precos ndo foi modificada.

Economicamente, este tipo de resultado pode ser expandido para diferentes andlises de varia-
bilidade de séries temporais, verificando alteragdes em padroes de comportamento de varidveis, entre
muitas outras andlises. Enfatiza-se, assim, a aplicabilidade do método apresentado neste estudo, uma
vez que séries temporais com lacunas ndo sdo utilizdveis em ajustamentos de modelos com méto-
dos cléssicos (como MQO, Maxima Verossimilhanca, etc), comumentes utilizados na drea de anélise
econdmica.
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