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Resumo: Com o objetivo de precificar derivativos de taxas de juros no mercado brasileiro, este
trabalho foca na implementacdo do modelo de Heath, Jarrow e Morton (1992) em sua forma
discreta e multifatorial através de uma abordagem numeérica, e, que possibilita uma grande
flexibilidade na estimativa da taxa forward sob uma estrutura de volatilidade baseada em
fatores ortogonais (PCA), facilitando assim a simulacdo de sua evolugdo por Monte Carlo,
como consequéncia da independéncia destes fatores. A estrutura de volatilidade foi construida
de maneira a ser totalmente ndo paramétrica baseada em vértices sintéticos que foram obtidos
por interpolacdo dos dados histéricos de cota¢des do DI Futuro negociado na BM&FBOVESPA,
sendo o periodo analisado entre 02/01/2003 a 28/12/2012. Para possibilitar esta abordagem foi
introduzida uma modificacdo no modelo HIM desenvolvida por Brace e Musiela (1994). Foram
obtidos precos para os seguintes derivativos: DI Futuro, opcdes sobre IDI e op¢cdes sobre DI
Futuro.
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Abstract: For the purpose of pricing interest rate derivatives in the Brazilian market, this paper
focuses on the numerical implementation of the Heath, Jarrow and Morton model (1992) in its
multi-factor discrete form, which allows for great flexibility on the estimation of the forward rate
curve under a volatility term structure based on orthogonal factors (PCA), thus facilitating the
Monte Carlo simulation of its dynamics as a consequence of the independence of these factors.
The volatility term structure is built in a non-parametric way based on synthetic buckets
obtained via interpolation of historical data of BM&FBOVESPA DI Futures ranging from
Jan/2"2003 to Dec/28"/2012. The Brace and Musiela (1994) adaptation of the HIM Model was
adopted in this study. The following derivatives are priced: DI Futures, options on the IDI index,
and options on DI Futures.
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1. Introducéao

Muito se tem estudado e desenvolvido com relagdo a modelos para a precificacdo de
derivativos de taxas de juros e headging de portfélios utilizando estes derivativos, e, embora
muito também tenha sido aplicado, ndo existe um consenso no mercado em relacdo a um
modelo largamente aceito e utilizado como ocorre com o modelo de Black e Scholes (1973)
para a renda variavel. Isto decorre de varios fatores, entre outros porque muitos modelos néao
seriam tao eficazes ou porque seriam de utilizacdo muito complexa, isto €, ndo possuem
solucéo analitica e, portanto, exigiriam um tratamento numérico, ou ainda porque teriam uma
implementagdo complexa em termos metodologicos. Além disso, em um passado recente, em
alguns casos® sua utilizacdo em larga escala era inviavel, pela limitacdo da capacidade de
processamento existente a época. Atualmente muito ainda se utiliza o modelo de Black (1976)
para precificacdo de opcdes de taxas de juros, apesar de suas limitacbes e do surgimento de
outros modelos mais abrangentes posteriormente. Possivelmente isto ocorre devido ao modelo
de Black possuir solugdo analitica, tornando a sua implementacdo extremamente simples, e,
pelo fato dos resultados obtidos serem considerados satisfatérios pelo mercado. Porém, apesar
destes fatores, a preferéncia pela abordagem da estimagdo “implicita” como indicado por
Rebonato (2004), esta baseada na esperancga de que a “visdo de mercado” esteja refletida na
volatilidade implicita, a qual s6 sera confiavel se houver completude e eficiéncia informacional,
0 que nem sempre € verdade ou pode ser garantido. Assim, se ha razdes para duvidar, uma
aplicacdo cega na direcdo da estimacado implicita deveria ser fortemente questionada. Os
modelos que surgiram posteriormente s&o baseados na construgdo da estrutura a termo da
taxa de juros (ETTJ) e sdo primordialmente divididos em duas categorias: (i) os modelos de
equilibrio geral, e (ii) os modelos de nao arbitragem. A abordagem de equilibrio foi iniciada por
Cox, Ingersoll e Ross? (1985), comecando pela descricdo de uma economia subjacente e pela
assuncao sobre a evolucdo estocastica de um ou mais fatores exdégenos ou variaveis de
estado na economia e sobre as preferéncias de um investidor representativo. Consideracdes
de equilibrio geral sdo usadas para endogenamente derivar a taxa de juros e 0 preco
contingente de dividas. A abordagem de arbitragem comeca pela assuncéo sobre a evolucéo
estocastica de uma ou mais taxas de juros e deriva o preco de todas as dividas pela imposicéo
da condicdo de que ndo ha nenhuma oportunidade de arbitragem na economia (Longstaff e
Schwartz, 1992). Como exemplos de modelos de ndo arbitragem podem-se citar: Brennan e
Schwartz (1977), Ho e Lee (1986), Hull and White (1990), Black, Derman e Toy (1990) e Heath,
Jarrow e Morton (1992), conhecido como modelo HJM, entre outros. Estes autores
desenvolveram uma abordagem geral que modela a dindmica de toda a ETTJ incorporando
muitos dos modelos previamente desenvolvidos, considerados como casos particulares deste.
O modelo HIM é um modelo multifator permitindo com isso capturar toda a dindmica da ETTJ,
diferentemente dos modelos desenvolvidos até entdo, que eram unifatoriais em sua grande
maioria. Na equacédo diferencial estocastica do modelo HJM, poucas sdo as funcdes de
volatilidade que permitiriam uma saida analitica, restando portanto, a implementacdo de
métodos numeéricos para sua solugdo. Aliado a isso, a complexidade e flexibilidade do modelo
fez com que o modelo ndo fosse largamente utilizado, seja pela dificuldade em implementa-lo
ou seja pela necessidade de métodos trabalhosos para uso no dia a dia na calibracdo de seus
parametros. A utilizacdo de técnicas como a Analise de Componentes Principais (PCA, da sigla
em inglés) que permitem a redugdo do numero de fatores, tipicamente trés fatores para uma
curva de juros, bem como a evolugdo da tecnologia que possibilitam a utilizacdo de
computadores cada vez mais rapidos, permitem a implementacao e utilizagdo do modelo HIM
de maneira mais rapida e simples e a utilizacdo de técnicas como simulacdo de Monte Carlo de
maneira eficiente. Existem varias maneiras para discretizar a SDE como podem ser vistos em

' Quando o modelo exigia uma solugdo numeérica.
% Conhecido como modelo CIR.
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Heath, Jarrow e Morton (1992) e Glasserman (2003) entre outros, e que utilizam o mesmo grid
para as duas dimensdes de tempo do modelo, o tempo decorrido e a maturidade. Neste
trabalho, foi utilizado o prazo para maturidade no lugar da data de maturidade como argumento
da taxa forward, seguindo a parametrizacéo de Brace e Musiela® (1994) e foram utilizados dois
grids em separado, um para o0 tempo e outro para o prazo, o que possibilitou uma flexibilidade
maior na simulagdo. Existem também véarias maneiras para avaliar o drift no tempo discreto.
Neste trabalho adotam a solugdo sugerida por Glasserman (2003), que dentre algumas
possibilidades para aproximacédo do limite de tempo continuo, escolheu aquela que preserva a
propriedade martingal para o preco descontado de bonds.

O objetivo deste trabalho € implementar o modelo HIM em sua forma discreta e
multifatorial através de uma abordagem numérica e aplici-lo ao mercado brasileiro. Devido a
grande flexibilidade do modelo HIM no que se refere a sua aplicacédo e utilizacéo, e, até por
esta razdo tem sido referenciado em muitos trabalhos como framework HJM. Trabalhos
similares no Brasil e em outros mercados, modelam a ETTJ através do modelo HIM utilizando
formas funcionais* para a volatilidade como, por exemplo, em Rend e Uboldi (2002), Driessen
et al. (2003) e em Dario e Fernandez (2009), e, calibrando os parametros da funcao através de
PCA. Neste trabalho, a estimativa da volatilidade a ser utilizada no modelo, seré totalmente ndo
paramétrica, ou seja, ndo sera definida através de uma funcdo continua que represente a
volatilidade, e sim em pontos especificos obtidos dos dados historicos, sendo cada ponto
referente a uma maturidade e a um fator®. A identificacdo dos fatores de volatilidade empirica
sera obtida por PCA, e, conforme analisado por Litterman e Scheinkman (1991), em geral, trés
fatores deverdo ser suficientes® para a ETTJ, o que é confirmado neste trabalho. Um dos
problemas encontrados no mercado financeiro brasileiro no que se refere ao estudo e
aplicacdo de novos modelos, focando especificamente em renda fixa, € a baixa quantidade
tanto da variedade de instrumentos financeiros e derivativos de taxas de juros, quanto do
volume de negociacdo que se traduz em dificuldades para avaliacéo e calibracdo dos modelos
sendo estudados. Particularmente neste trabalho, uma das dificuldades encontradas foi a
obtencéo de pontos observaveis da expectativa de taxas de juros futuras em prazos fixos, pela
falta de instrumento que sintetize esta expectativa nesta condicdo. Como estes pontos sdo
necessarios para a calibracdo da volatilidade historica, foi utilizado um método de interpolacéo
baseado em splines para obtencdo destes vértices’ sintéticos. No Brasil o derivativo de taxas
de juros que é tido como referéncia para o mercado é o DI Futuro® negociado na
BM&FBOVESPA que sintetiza a expectativa da taxa de juros futura. Dentre os derivativos, este
€ 0 de maior liquidez no mercado brasileiro. Os demais derivativos negociados na bolsa como
a opcdo sobre DI Futuro e a opgéo sobre IDI° tem baixa liquidez atualmente. Assim foram
utilizadas as cotacdes histéricas do DI Futuro para a obtencdo da volatilidade da taxa forward
em prazos especificos e utilizad-las no modelo.

O trabalho esta dividido em seis se¢des, sendo esta introducéo a inicial. A secéo 2 trata
da revisdo bibliografica contextualizando o trabalho em relacdo aos estudos e técnicas ja
realizadas ao longo do tempo. Na se¢éo 3 é apresentado o modelo HIJM com a parametrizacéo
Musiela e a forma discreta do modelo para possibilitar sua abordagem numeérica. A secao 4
apresenta a metodologia para a implementacdo do modelo, na qual sdo apresentadas as
técnicas para o tratamento numérico por Monte Carlo, bem como para a calibracdo da
volatilidade por PCA. Na secdo 5 séo apresentados os resultados da aplicacdo do modelo em

3 Daqui para a frente nos referiremos como “parametrizagéo Musiela”.

* Texto referente a escolha de formas funcionais para a volatilidade podem ser vistos em James e Weber (2000) e Reno e
Uboldi (2002).

® No caso de trés fatores estes representam o nivel, a inclinagéo e a curvatura conforme Litterman e Scheinkman (1991).

® Soma dos fatores gue representem de forma significativa a volatilidade, em geral mais do que 92%.

" Pontos com prazos fixos pré estabelecidos p. e. 30, 60, 90, 180, 360 dias, ou em dias Uteis, 21, 42, 63, 252.

® Contrato Futuro de Taxa Média de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia.

® indice da Taxa Média de Depésitos Interfinanceiros de um Dia.
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alguns derivativos do mercado brasileiro e a se¢do 6 encerra com a conclusédo do trabalho e
possiveis extensoes.

2. Revisdo Bibliogréfica

Heath, Jarrow e Morton (1992) desenvolveram um framework geral para modelar as dinamicas
de toda a curva da taxa forward. Nesse sentido muitos dos modelos que foram previamente
desenvolvidos sdo casos particulares deste, como os modelos de Ho e Lee (1986) e Hull and
White (1990). Um ponto chave do modelo é que assuncao de ndo arbitragem define o drift da
SDE como funcdo da volatilidade, porém, por sua caracteristica torna o modelo néo
Markoviano. Além disso, uma das dificuldades encontradas para sua aplicagcdo no mercado é
que o0 processo estocastico que o dirige é n-dimensional. Litterman e Scheinkman (1991)
empregam uma pesquisa empirica para determinar os fatores comuns que afetam os retornos
no passado sobre papéis do Tesouro americano. A analise sugere que a maior parte da
variacdo do retorno sobre papéis de renda fixa pode ser explicada em termos de trés fatores,
ou atributos da yield curve, os quais os chamaram nivel, inclinacdo e curvatura. Reno e Uboldi
(2002) descrevem a implementacdo de um modelo para a representacdo da estrutura a termo
da taxa de juros desenvolvido dentro do framework proposto por Heath et al. (1992). Indicam
que o framework HIM é capaz de representar as principais caracteristicas da estrutura a termo,
excluindo as oportunidades de arbitragem por construcdo. O modelo HIM é assim atraente por
suas propriedades tedricas e por sua flexibilidade, embora sua calibracdo seja usualmente nao
trivial, e, que através da analise de componentes principais (PCA) isto pode ser feito de
maneira rapida e facil de utilizar. Utilizam uma forma funcional para a volatilidade, cujos
parametros sdo calibrados através de PCA sobre yield curves de taxas de juros de Euro.
Tamagushiku (2006) investigou a performance do modelo HIM na precificagdo de opc¢les de
compra sobre bill futures negociados na Sidney Future Exchange, considerando um, dois ou
trés fatores. Os resultados mostram que o modelo com trés fatores consistentemente
apresenta um desempenho superior. Rebonato (2004) mostra que o estado atual de
modelagem se deve muito a como os modelos foram historicamente desenvolvidos na
induUstria, e salienta a importancia do desenvolvimento tecnolégico (tais como computadores
mais rapidos e técnicas de Monte Carlo mais eficientes) orientando a direcdo da pesquisa
tedrica. Bjork et al. (2012) foca na aproximacdo numeérica na precificacdo de instrumentos
financeiros no mercado de bonds, usando o modelo HIM. Considera que na valorizagdo de
derivativos no mercado de bonds é importante o uso de modelos que sdo consistentes com a
estrutura a termo inicial observada no mercado e que o modelo HIM para as taxas foward tem
esta propriedade e em adicdo oferece a liberdade para escolher a estrutura de volatilidade, por
exemplo para ajustar para outros derivativos cotados no mercado. Krivko e Tretyakov (2013)
ponderam que o framework proposto por HIM em que as dinamicas da curva da taxa forward
sao descritas por uma equacao estocastica multifator de dimensao infinita, com a curva inteira
como variadvel de estado e que o modelo tem solugdo fechada apenas para alguns casos
especiais de volatilidade e como consequiéncia requer uma aproximacao numerica, e, tanto
guanto se sabe, a literatura para o tratamento numérico € bastante escassa.

Caldeira (2011) em seu trabalho compara os principais métodos de interpolacdo da
estrutura a termo da curva de juros. Os resultados encontrados mostram a superioridade dos
modelos baseados em splines, modelos ndo paramétricos, em relacdo aos modelos
paramétricos no que diz respeito ao ajuste da curva de juros, embora, a interpretacao
econdbmica dos fatores que compde os modelos paramétricos e seu bom desempenho para
fazer previsdes da curva de juros faz com que recebam muita atencéo. Ferreira (2011) em seu
trabalho precificou opc¢bes de futuros de DI de um dia através do modelo HIM de um fator e
volatilidade constante e comparou-as com os prémios de referéncia divulgados pela BMF. De
outubro de 2009 a abril de 2011 foram avaliadas as quatro séries principais de opg¢des do tipo
2. O resultado obtido foi que a BMF&BOVESPA sobreaprecou as op¢cdes comparado com o
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modelo, ressaltando que né&o foi possivel obter amostras extensas para cada tipo de opc¢éao,
uma vez que esse mercado possui baixissima liquidez. Considerando a modificacdo proposta
por Brace e Musiela (1994) parametrizando a taxa forward com prazo de maturidade no lugar
da data de maturidade, este trabalho implementa o modelo HIM baseado no modelo discreto
proposto por Glasserman (2003) e considera ainda a utilizacdo de grids de tempo e de prazo
de forma independente. Ja a calibracdo da volatilidade historica foi obtida seguindo o método
sugerido por Shreve (2004), utilizando PCA e interpolando os vértices sintéticos com cubic
spline conforme j& mencionado.

3. Arcabouco Tedrico

A seguir sera brevemente descrito o modelo HIM na sua forma original e a mudanca proposta
por Brace e Musiela (1994) com a introducdo de um tempo relativo t (prazo), bem como a
abordagem utilizada a para discretizacdo do modelo e assim possibilitar a simulacdo numérica
por Monte Carlo.

3.1 O Modelo HIM

O framework HIM se refere a uma familia de modelos que modelam diretamente as dinamicas
da taxa forward instantédnea, mais precisamente, o processo da taxa forward f(t,T) é modelada
através de uma equacao diferencial estocastica multivariada, na qual a dindmica de todas as
maturidades T estéo representadas conforme a seguinte equacao

Af (6, T) = u(t, T, f(t, T))dt + 2 o, (6T, F(6,TY)AW, (), O0<t<T (1)

onde df (t,T) representa o diferencial em relagdo a t com T mantido constante e 0S processos
W, sdo movimentos Brownianos independentes sob a medida real'’® P. Para simplificar a
notacdo vamos admitir por enquanto que o processo da taxa forward esta sujeito a um unico
movimento Browniano. O drift 4 e a difuséo o, séo funcbes da propria taxa forward f(¢t,T),
porém daqui para a frente iremos omiti-la para ndo carregar a notacdo, entdo u(t,T) =
ut, T,f(t,T) ea(tT)=o0,T,f(tT)). Aquestdo chave no modelo HIM é a condi¢do da ndo
existéncia de oportunidades de arbitragem para a modelagem da estrutura a termo de zero-
coupon bonds em todas as maturidades em (0,T]. Essa condi¢do é garantida se existe um
processo 0(t) tal que:

u,T) =0, To"(T) +6(0)] )

paratodo 0 <t < T < T, onde u(t,T) e o(t,T) sdo o drift e a difusdo da taxa forward, a*(¢t,T) =
ftTa(t,v)dv, e O(t) é o preco do risco de mercado. A prova deste teorema pode ser
encontrado, p. e., em Shreve (2004). Assim, o processo da taxa forward satisfazendo a

condicéo de nao arbitragem no modelo HIM é
df (t,T) = o(t,T)o*(t, T)dt + o(t, T)dW (t) (3)

onde W(t) = fot O(u)du + W(t) é um movimento Browniano sob a medida neutra ao risco™ P, e
o drift

ut,T)=0a(t,T)o"(t,T) (4)

19 Medida de probabilidade no mundo real em contraponto a medida no mundo livre de risco.
™ Usando o Teorema de Girsanov para a mudanca na medida de probabilidade. Demonstracdo em Shreve (2004).
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sob a medida neutra ao risco P onde o*(¢t,T) = ft o(t,v)dv. Para o caso geral n-dimensional
com n fatores temos
N

df (6, T) = Z o, (6, o2 (&, T) dt + Z 6, (6. TYAW, (), O0<t<T (5)

n=1 n=1

3.2 O Modelo HIM com parametrizacdo Musiela

O modelo HIM possui dois parametros de tempo, um é o tempo t “agora” e um outro tempo
(absoluto) T a frente. Brace e Musiela (1994) prop6e uma mudanca no framework de tempo do
modelo HIJM de maneira que existe um tempo t “agora” e um tempo futuro t + t relativo a
agora. Isso produz um espaco de estados que sdo convenientemente Uteis porque as curvas
forward assim sdo sempre definidas em R*. O modelo da estrutura a termo da taxa de juros
proposto é baseada na familia de taxas {r(t,t); t,t = 0}, onde r(t, ) representa a taxa na qual
pode-se entrar em um contrato na data t, para emprestar ou tomar emprestado, por um curto
periodo de tempo até a data t + 7,7 = 0. Isto difere do introduzido por HIM, no qual r(t,7) =
f(t,t+1), onde f(t,T) é a taxa forward analisada por HIM. Pelo Teorema 2.1 em Brace e
Musiela (1994), seja s(t) = s(t, *), e a(t) = a(t, -), onde

a(t,7) = s(t, T)f S(t,u)du. (6)
0
Se {r(t, -); t = 0} resolve
dr(t,t) = (%r(t, ) + a(t, T)) dt + s(t,7)dW (t), (7)

onde W = {W(t),t =0} € um movimento Browniano N-dimensional definido no espaco de

probabilidade (Q, {F,; t > 0},P), entdo pode-se afirmar que Bﬁfzg)zm[ﬁ(lnht] para todo

0<t<T, onde B(t,T) =exp(— [ 'r(twdu) e f(t) = exp(J, 7(s,0)ds). B(t) é o valor no
tempo t de um investimento de valor 1 no tempo 0, continuamente reinvestido pela taxa spot
instantanea r(t,0). Assim, sob a hipétese do Teorema 2.1 em Brace e Musiela (1994) os
precos dos zero-coupon bonds em todas as maturidades sdo ({F.},IP)-martingais.

Consequentemente, pode-se dizer que a equacao (7) descreve a dinamica livre de arbitragem
da familia de taxas forward {r(t,); t,x = 0}, e o drift conforme a equacéo (6).

3.3 A Forma Discreta do Modelo HIM

Solucdo analitica para o modelo HIM é possivel somente para alguns casos especiais de
volatilidade, assim, em geral uma avaliagéo utilizando o framework HIJM requer uma solugéo
numérica. Como observado por Krivko e Tretyakov (2013), tanto quanto sabemos, é bastante
escassa a literatura sobre tratamento numérico do modelo HIM. A abordagem mais comum,
gue pode ser vista em Heath et al. (1992), Jarrow (2002), Bjork et al. (2012) e Glasserman
(2003), é utilizar grids de tempo t e de maturidade T coincidentes. Estes métodos diferem entre
si na maneira como a aproximacao é feita na integral do drift livre de arbitragem do modelo
HJM. Todos eles utilizam o método do tipo Euler para discretizagdo no tempo.

Neste trabalho a proposta é utilizar o modelo HIM com a parametrizacdo Musiela e na
solugcéo numeérica considerar dois grids de tempo em separado, um grid de tempo t e um outro
para o prazo de maturidade t, tendo como base a abordagem proposta por Glasserman (2003)
e introduzindo estas modificagcbes. Com a mudanca da variavel maturidade T para a variavel
prazo t, no lugar de considerarmos maturidades em 2010, 2011, 2015, consideraremos prazos
para maturidade de 0,25; 0.5; 1; 2; 5 anos, ou seja, f(t,T) = f(t,t + 1) = r(t, 1), conforme visto
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na secao anterior. Com isso, ganharemos flexibilidade no modelo, sem a necessidade de nos
atermos aos grids coincidentes para o passo de tempo e maturidade.

3.3.1 O drift discreto livre de arbitragem

Conforme Glasserman (2003) os dois argumentos de f(t,T) requerem discretizago.
Estabelecendo um grid de tempo 0 =t, <t; < - <ty para 0 primeiro argumento, em geral
mesmo para um tempo fixo t;, ndo é possivel representar toda a curva forward f(t,T), t; < T <
T*, assim fixa-se também um grid de maturidades T e aproxima-se a curva forward pelos seus
valores apenas nestas maturidades. Com a parametrizacdo Musiela na dindmica da taxa
forward conforme a equacgdo (7), onde r(t,t) requer também a discretizagcdo de dois
parametros, estabelecemos para o primeiro, um grid de tempo 0 =t, <t; < - <ty, €, parao
segundo, um grid de prazos para maturidade 7; <7, <-- <71, € da mesma maneira,
aproximamos a curva forward pelos seus valores apenas nestes prazos. Considerando
inicialmente um modelo com apenas com um fator, a dindmica da taxa forward no modo
discreto, com a parametrizagdo Musiela segue a equagao:

F(t;_1,T; —P(t;_q,T;
(l 1 ]+1)_ (l 1 ])+a(tl 1’1_}) L 1]
T+1— (8)
+ §(ti—1'Tj) ti - ti—l Zi,
i=1,..,Mej=1,..,J] onde Z;~N(0,1). Utilizou-se a notagdo com “chapéu” para distinguir do
correspondente continuo, no qual para que o mesmo seja livre de arbitragem, o drift deve ser

a(t,t) =s(t, 1) fOT 5(t,u)du (6), que é a questdo chave do modelo HIM. Para o modelo discreto

iremos adotar a solucdo proposta por Glasserman (2003), que dentre algumas possibilidades
para aproximacao do limite de tempo continuo, escolheu aquela que preserva a propriedade
martingal para o precgo descontado de bonds. Partindo do modelo discretizado de um bond

como sendo B(t;, ;) exp(— X2 f (ti ti) [ tks1 — t]), Onde t; > ¢; e f(t, t;) € a short rate no
tempo t,, Glasserman (2003) demonstrou que para ser martlngal em t; para cada t; o drift deve
ser:

'f‘(ti,Tj) = f-(ti—ll T]) +

A(ti—q, tiog + TJ)

Z[T]_,_l—‘[] Iz zo_n(tl 1: i- 1+T]) T+1 —
N

2

Z Zon(tl 1 b 1+T]) T1+1_T1

n=1

3.3.2 O modelo multifator em tempo discreto

O modelo HIM multifator em tempo discreto, seguindo a parametrizacdo Muziela, tera entdo a
seguinte forma

ti_1,T t(t;_4,T;
(tu 1) = #(ti- 1'71)"'[ Al ]Tjiz—‘fj(l - j)+ a(tie,7)| [ti = tica]

N (9)

+ z §n(ti—1' Tj) ti—tiq Zin'

n=1
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i=1,...M e j=1,..,] onde Z;, =(Zy, Z;,+, Z;y) Sao vetores aleatérios independentes
N(0,1), $, 0 n-ésimo elemento do vetor §, n=1,...,N, sendo o0 N o numero de fatores do
modelo, e, conforme discutido na secéo anterior, o drift ter4 a forma

2

N J
1
&(ti_l, T]) = m I; ZZO §n(ti—1' Tj)[Tl+1 — Tl]

, (10)

j-1

- i Z §n(ti—1»Tj)[Tl+1 -1

n=1 \ (=0

4. Metodologia

Esta secdo descreve 0s passos necessarios para a implementacdo do modelo HIJM na sua
forma discreta, de maneira a possibilitar o tratamento numérico da dinamica das taxas forward
através de simulacdo por Monte Carlo, bem como o tratamento dos dados de mercado, para
calibracédo da volatilidade a ser utilizada no modelo.

4.1 PCA e aestimacédo da volatilidade das taxas forward

PCA € uma das possiveis técnicas estatisticas através da qual podemos extrair a volatilidade
subjacente de uma série histérica. Neste trabalho iremos utilizar esta técnica para extrair a
volatilidade na série histdrica das mudancas na taxa forward dos Certificados de Depdsito
Interbancarios (CDI) de um dia e utilizar estas volatilidades no modelo HIM. As taxas forward
serdo inferidas dos contratos futuros de DI de um dia negociados na BM&F, em algumas
maturidades pré estabelecidas. O conceito tedrico de PCA por ser bastante conhecido e
registrado na literatura, ndo sera detalhado aqui. Aplicacdo de PCA em taxas de juros podem
ser obtidas, por exemplo, em Alexander (2008). Podemos usar dados histéricos para estimar a
difusé@o a(t,T) no modelo HIM porque o processo de difusdo na dindmica das taxas forward é
0 mesmo tanto sobre a medida no mundo real conforme a equacgéo (1), onde os processos W,
sdo movimentos Brownianos independentes sob a medida real*? P, quanto no mundo neutro ao
risco conforme a equacéo (5), onde onde W, (t) sdo movimentos Brownianos sob a medida
neutra ao risco P. Em James e Webber (2000) s&o discutidas algumas formas funcionais para
a volatilidade em HIM. Os autores ponderam que € usual, na pratica, para evitar complexidade
que o(t,T) seja Markov e nesta direcdo ha quatro abordagens distintas: formas funcionais
padrao, funcbes Gaussianas gerais, funcdes para obtencdo de taxas spot Markovianas e
funcdes implicitas de precos de opcgdes. As consequéncias da escolha da especificacdo da
volatilidade s&o enormes. Uma especificagdo Gaussiana pode levar, para op¢des mais simples,
a formulas explicitas. Uma especificacdo Markov provavelmente resultara em uma estimativa
usando uma aproximacdo em arvore. No caso geral quando a(t,T) é ndo Markov, sé sera
possivel avaliar, mesmo uma opcao simples, somente por meio de simulagdes complexas ou
arvores nao recombinantes. Varias formas funcionais padrdo tem sido estudadas sendo as
duas primeiras muito utilizadas na pratica. Para estimar a volatilidade através de PCA iremos
utilizar o método sugerido por Shreve (2004) descrito a seguir. Vamos assumir que a(t,T) € da
forma o(t, T) = (T — t) min{M, f(t, T)}, para alguma funcdo néo aleatéria 6(t), T = 0, e alguma
constante positiva M13. Escolhendo (T —t) para coincidir com dados de mercado, a taxa
forward evolve de acordo com o modelo

2 Medida de probabilidade no mundo real em contraponto a medida no mundo livre de risco.
'3 Limite superior para a taxa forward para prevenir a explosdo da taxa que podem ocorrer quando t e T est&o
muito préximos.



df(t,T) = u(t, T)dt + (T — t) min{M, f(t,T)} dW (¢t).

Suponha que observamos as taxas forward nos tempos t; < t, < -+ < t, < 0 no passado, e as
taxas forward que observamos naqueles tempos referem-se aos prazos para maturidades
7y <1, < -+ < 71/ (isto &, observamos f(t;, t; +7;) parai=1,---,M e j = 1,---,]). Suponha alem
do mais que & é suficientemente pequeno de maneiraque t; +§ <t;,, parai=1,--,M—1¢e
ty + 6 < 0. De acordo com 0 modelo entéo:

flei+6,t+7)—f(tti +15)

~ 6u(ti, t; + T]-) + 6(Tj) min{M,f(ti, t; + rj)} (W(ti +6) — W(ti)). ()

Definindo

_flatstitg) —fltuti+ 1)
Lj = Vémin{M, f(¢t;, t; + 1;)}

(12)

e substituindo em (11) temos:

- Vou(t,t + 1) Wi+ 8) - W(t)
R Ty | RS e —

O primeiro termo do lado direito é pequeno em relacdo ao segundo porque tem o fator V5. Se
definirmos:

X, = Wit + f/)g_ W(ti), i=1-,M (13)

a expressao que aparece no segundo termo, que é uma variavel aleatéria, temos

Di,j ~ &(t7)X; (14)

Como X,,X,, ..., X, sdo variaveis aleatérias normais e independentes, significa que podemos
considerar D j, D, , ..., Dy ; como observacgdes independentes das taxas forward tomadas nos

by

tempos ty,t,, ..., ty relativas a maturidade 7;. A covariancia empirica sera dada por C; ;, =

M N . yox] - z ~ ~ 2 _
—Xi1D;ij,Dij,- A covariancia tedrica calculada a partir de (14), é E[d(z;,)d(z;,)X?] =
&(t;,)6(zj,). Utilizando PCA, temos C = A,e,e] + A 6,85 + -+ Ljeje), onde 4y = A, = -+ = 4,
0 sdo os autovalores de C e 0s vetores ey, e,, ..., e; S0 0S autovetores correspondentes e e/ a
transposta de e;. Assim, a melhor aproximacao para & €

v

6(ty)
5(152) _ \/l—lel.
()
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Para melhorar a aproximacdo para C podemos introduzir mais movimentos Brownianos (mais

fatores) na equacdo da dindmica da taxa forward, cada um com seu préprio vetor & (y/1,e,,

\JAses, etc.). Como um passo final na calibracédo, pode ser introduzido uma funcdo nao aleatéria
y(t) na evolugao da taxa forward sob a medida neutra ao risco, fazendo:

df(t,T) = o(t,T)o*(t, T)dt + y(£)&(T — t) min{M, f (¢, T)} dW (t), (15)

onde

o(t,T) =y@)6(T —t) min{M, f(t,T)} e

o*(t,T) = f

T

o(t,v)dv = y(t) j (v —t)min{M, f(t,T)} dv. (16)
t t
Mesmo introduzindo y(t), o modelo continua livre de arbitragem quando ¢*(t,T) em (15) é
definido por (16). Tipicamente o valor de y(t) € uma constante e esta constante é livre para
fazer o modelo coincidir com os valores de mercado. Inicialmente assume-se y(t) = 1 e obtém-
se os valores de 6(T — t), e, posteriormente alterando-se y(t) e evoluindo a curva forward pelo
modelo, calibra-se seu valor.

4.2 O tratamento dos dados de mercado histéricos

Esta secdo descreve o tratamento dado as cotacdes histdricas de mercado de futuros de DI**
de um dia negociados na BM&F que serdo utilizados para o calculo das mudancas na taxa
forward ao longo do tempo t, em pontos especificos da curva, que chamaremos de prazos t, e
que correspondem aos prazos de maturidade (tenors) de zero-bonds. O futuro de DI de um dia
tem como ativo subjacente a taxa dos depdésitos interfinanceiros de um dia de prazo, apurada
pela Cetip, acumulada entre a data da negociacdo até o dia util anterior a data do vencimento
do contrato futuro

T-1

252/(T—t0)
DI1(T) = <1_[(1 + ro(ti))> -1, (17)

=0

onde T € a data de vencimento do contrato futuro e r,(t;) é taxade umdiaemt¢;, t, <t; <T,
assim, o DI Futuro reflete a expectativa de taxas forward de um dia, acumulados até o
vencimento. Os vencimentos destes contratos ocorrem no primeiro dia Gtil dos quatro primeiros
meses subsequentes ao da negociacao e, a partir dai, n0os meses que se caracterizam como
inicio de trimestre (janeiro, abril, julho e outubro). No exterior sdo mais comuns 0S contratos
futuros de juros onde o ativo subjacente € a taxa de um titulo que, no vencimento do contrato
futuro, tem um prazo a decorrer até a maturidade do titulo, sendo a maturidade destes titulos
padronizados em prazos especificos. Pelas caracteristicas do contrato futuro de DI de um dia
negociados na BM&F, descritas acima, temos cotacfes diarias destes futuros em datas de
maturidades (vencimentos) especificas, e, a cada dia que passa, 0 prazo (tenor) para
maturidade diminui um dia. Porém, para estimarmos a volatilidade sobre os dados historicos,
precisaremos das taxas forward em prazos especificos e fixos (p. e., 1 més, 2 meses, 6 meses,
1 ano, 2 anos, etc.). Assim, sera necessario proceder algum método para interpolar os prazos
cotados em cada dia para os prazos fixos necessarios. Caldeira (2011) em seu trabalho avaliou

1 Depositos Interfinanceiros, negociados entre instituicfes financeiras.
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os principais métodos de interpolacdo da estrutura a termo da curva de juros no Brasil. Os
resultados encontrados mostram a superioridade dos modelos baseados em splines. Assim,
utilizaremos um método baseado em cubic splines para a interpolacdo da curva de juros para
0s prazos requeridos. Este método é bastante conhecido e com diversas referéncias na
literatura, ndo sendo objetivo deste trabalho detalhar esta técnica. Finalmente, como o0s
modelos desenvolvidos consideram que as taxas sdo continuamente compostas e, no modo
discreto, continuamente compostas em base diaria, convertemos as taxas compostas em taxa
continuamente compostas equivalentes, através da relacéo

T—-t
In(1+i,)" Vs

(18)
T—t ’

r, = 252

onde i, € a taxa composta anual (considerando 252 dias Uteis por ano) e r, € a taxa

equivalente continuamente composta. Esta relacdo foi obtida a partir das seguintes relacdes
para um bond

. (T—t)/
Ve =Ve(1+1iy) 252 (19)

(T-t)
€ Vy = Vtery /252 (20)

onde V; e V, sdo os valores do bond repectivamente em T e em t. Igualando (19) e (20)
obtemos a equacéao (18). Similarmente, a relacdo para taxas de um dia sera

_In(1+ig)" O
a T —t ’

Tq (21)

onde r; e iy Sdo as taxas diarias equivalentes.
4.3 A simulagdo do modelo por Monte Carlo

Obtendo a taxa forward das cota¢Bes historicas interpoladas nos prazos especificos desejados
e aplicando os métodos discutidos nas sec¢bes 4.1 e 4.2, estimamos a volatilidade por PCA
para os N fatores (em geral 3 fatores sdo suficientes), para cada um dos prazos especificos
(r;). Com a volatilidade estimada para cada um dos fatores e para cada prazo, calculamos o
drift discreto utilizando a equagédo (10) conforme discutido na secédo 3.3. Finalmente,
implementando a equacéao (9), podemos simular por Monte Carlo a evolugao da taxa forward e
assim obter a ETTJ para uma data t e para prazos t; especificos. Simulando a evolugao da
taxa de juros por Monte Carlo podemos obter o preco de derivativos de taxas de juros. Na
secdo seguinte sdo apresentados os resultados de testes feitos com derivativos de taxas de
juros negociados no mercado brasileiro negociados na bolsa bem como a descricdo dos dados
utilizados para o teste.

5. Resultados

Aqui sdo descritos os dados utilizados para calibrar e testar o modelo e séo abordadas as
questdes sobre a interpolacdo de cotagbes para a obtengao dos “vértices” em prazos fixos e a
analise para a escolha do periodo adequado para a determinacdo da estrutura de volatilidade.
Na sequéncia, como exemplos de aplicagdo, sao apresentados os resultados obtidos com a
simulacdo por Monte Carlo do modelo HIM, onde sé&o precificados alguns derivativos de taxas
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de juros negociados na BM&FBOVESPA cujos valores estimados pelo modelo sdo comparados
com os valores reais de mercado. Os derivativos testados sdo: a Opcéao sobre IDI, a Opc¢ao
sobre Contrato de DI Futuro e o Contrato de DI Futuro. Os programas para tratamento dos
dados e para a simulacdo do modelo foram totalmente desenvolvidos em MATLAB, incluindo a
PCA e a geracao dos gréficos apresentados neste trabalho foram feitas em planilha Excel.

5.1 Dados Utilizados

Os dados utilizados para testar o modelo implementado foram obtidos através do site da
BM&FBOVESPA disponiveis na forma de arquivos diarios. Os dados se referem as cotacfes de
mercadorias e futuros negociadas na bolsa no periodo entre 02 de janeiro de 2000 a 30 de
dezembro de 2012. A estrutura a termo da taxa de juros foi gerada a partir das taxas dos
contratos DI Futuro negociados na BM&FBOVESPA, o qual constitui-se em uma referéncia para
0 mercado por sintetizar a expectativa da taxa de juros futura. O DI Futuro tem como ativo
subjacente a taxa média dos depositos interfinanceiros de um dia de prazo, apurada pela Cetip,
acumulada entre a data da negociacao até o dia Gtil anterior a data do vencimento do contrato
futuro. Essa taxa € composta por dia util e anualizada tomando como base 252 dias Uteis por
ano, conforme a equacédo (17), e sua cotacao reflete a expectativa do mercado em relacéo ao
comportamento futuro da taxa DI. Cada contrato de DI Futuro negociado na BM&FBOVESPA
estabelece um acordo de compra e venda de R$ 100.000,00 descontado pela taxa média de
depdsitos interfinanceiros de um dia (DI), compreendida entre o dia da negociacdo e o dia do
vencimento do contrato. A cotacdo de ajuste informada pela bolsa no arquivo do pregéo diario,
esta expresso em preco unitario do contrato. Assim, calcula-se a taxa equivalente ao preco
unitario através da equacao

252/
. 100.000 NDUyenc
lajuste = -1,

PUajuste
onde PUgjyste € @ cotacdo de ajuste informada pela BM&FBOVESPA, i, € a taxa de ajuste
equivalente ao PUgjyste € NDUyene € 0 NUmero de dias Gteis entre a data da cotacdo e o
vencimento do contrato de DI Futuro. Os contratos de DI Futuro vencem sempre no primeiro
dia atil do més de vencimento, e, conforme ja mencionado, tém vencimento em aberto nos
quatro préximos meses e nos meses que se caracterizarem como de inicio de trimestre.
Existem vencimentos em aberto em prazos longos (p. e. 12 anos) que podem ser negociados,
porém, dificilmente tém liquidez. Em geral, € mais comum existirem negocios com prazos para
vencimentos até 5 ou 6 anos. Como a data de vencimento é fixo no primeiro dia Gtil de cada
més, a cada dia que passa, o0 prazo para vencimento de todos os contratos diminui em um dia,
assim, nao é possivel construir uma série de tempo com cotacdes diretamente observadas
referentes aos prazos fixos desejados (p. e. um més, um semestre, um ano, dois anos, etc.).
Para contornar este problema, as séries de cotagcdes com prazos fixos pré estabelecidos, sdo
geradas a partir de interpolacdes das cotacdes de mercado. O método de interpolacao utilizado
foi o cubic spline conforme discutido na secdo 4.2. Definindo “vértices” de uma curva discreta
de juros como o conjunto de pontos t + 7,V t, onde 0s prazos t; sdo 0s pontos discretos para

0s quais 0 modelo ira estimar as taxas forward, assim t +t, 7 = (74,7,,+,7;) € 0 vetor de
vértices da simulagéo, onde t; = "d”/252 € expresso em fracao anual por dias uteis e ndu € 0

prazo em dias uteis. A partir das cotacdes de mercado histéricas obtém-se as taxas forward
das taxas DI de um dia observadas nos vértices desejados. Com estas taxas forward
observadas obtém-se as mudancas na taxa, seguindo o meétodo descrito na sec¢do 4.1,
obtendo-se os D; ;. Calculando-se a matriz de covariancias € sobre os D;; e aplicando a PCA
obtemos as variancias estimadas para os para os N fatores para cada prazo 7;. Utilizando as
idéias discutidas por Scherer e Avellaneda (2002) em seu artigo, porém em outro contexto,
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iremos observar o comportamento das taxas forward em periodos subsequentes de 2 em 2
anos entre 2003 e 2012 e avaliar o nivel de estacionariedade da variancia ao longo dos anos,
através do coeficiente de acoplamento (percentual de variagdo explicado pelo primeiro

componente) e da influéncia do segundo e terceiro componentes. O coeficiente de

) A ~
acoplamento é dado por S 11 , onde 1,, sdo os autovalores de C.

n=1"'n

Coeficientes de Acoplamento
100%

80%
60%
40%
20%

0%

2003-2004 2005-2006 2007-2008 2009-2010 2011-2012
Periodos

Figura 1 - Coeficientes de Acoplamento

Conforme pode ser visto na Figura 1, nos trés primeiros periodos entre 2003 a 2008, o primeiro
fator destes trés periodos foram praticamente iguais indicando que as taxas forward nos seus
diversos prazos t tiveram um deslocamento paralelo fortemente acoplado, entre 85% a 90%,
indicando uma relativa estabilidade da taxa ao longo dos anos. Porém isso se alterou no
periodo seguinte, entre 2009-2010 indicando a possibilidade de alguma alteracdo estrutural no
mercado. De fato ocorreu uma crise no final de 2008 que provocou uma alta na taxas de
juros, porém esta alta influenciou a expectativa do mercado de maneira diferente para as
diferentes maturidades como pode ser constatado pela diminuicdo do fator 1 e consequente
aumento nos fatores 2 e 3 como podem ser vistos nNos Figura 1 € Figura 2. As crises tiram a
estacionariedade do comportamento dos juros em uma conjuntura de estabilidade econdmica e
consequentemente alterando o perfil de volatilidade nas diferentes maturidades.

Influéncia dos Componentes 2 e 3

25%
° ® Componente 2

20% EComponente 3
15%

10%
5% -
0% -

Percentual s/ total

2003-2004 2005-2006 2007-2008 2009-2010 2011-2012
Periodos

Figura 2 - Influéncia dos Componentes 2 e 3

Para fazer um teste de adequacdo do modelo, estimaremos os precos de alguns derivativos
em 2012 e compararemos como 0s valores reais ocorridos. Em 2012 o comportamento da
economia tendia novamente para a estabilidade e isto também pode ser observado nos
graficos nas Figura 1 e Figura 2. Assim, para a estimar a taxa forward para 2012, utilizamos a
volatilidade do periodo entre 2005 a 2008. Ao executar uma PCA no periodo entre 2005 a 2008
e comparar o coeficiente de acoplamento deste periodo com o0s periodos considerados

'% Crise provocada pelos prejuizos nos financiamentos imobiliarios nos Estados Unidos em setembro de 2008 e
gue se estenderam em 2009 e 2010.
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anteriormente foi obtido o grafico da Figura 3 — Comparativo do Coeficiente de Acoplamento com o periodo
2005-2008. A mesma comparacao foi feita com a influéncia dos componentes 2 e 3 no gréafico da
Figura 4.

Coeficiente de Acoplamento
100% com o periodo 2005-2008
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Figura 3 — Comparativo do Coeficiente de Acoplamento com o periodo 2005-2008

Influéncia dos Componentes 2 e 3
com o periodo 2005-2008
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Figura 4 — Comparativo da Influéncia dos Componentes 2 e 3 com o periodo 2005-2008

Como esperado, pode-se observar pelas Figura 3 e Figura 4 que os dados do periodo de 2005
a 2008 apresentam o comportamento de um periodo de estabilidade (sem alteracao estrutural).
A seguir nesta secdo serdo apresentados testes do modelo implementado com alguns
derivativos negociados na BM&FBOVESPA.

5.2 Opcéo de compra sobre o IDI

O ativo objeto desta opgdo (do tipo europeu) é o indice da Taxa Média de DepoOsitos
Interfinanceiros de um Dia (IDI). O prémio desta op¢édo € expresso em pontos do IDI, sendo
cada ponto equivalente ao valor em reais estabelecido pela Bolsa. As séries de precos de
exercicios sdo expressos em pontos de IDI, para cada més de vencimento (vencimentos todos
0s meses no 1° dia util de cada més). O IDI é definido como o valor teérico de 100.000,00
pontos na data de inicio de valorizagdo fixada pela BM&FBOVESPA, quando passa a ser
corrigido pela Taxa Média de Depdsitos Interfinanceiros de Um Dia (D), calculada pela Central
de Custodia e de Liquidacdo Financeira de Titulos (Cetip) por meio da seguinte férmula:
IDI, = IDI,_,(i;—, + 1), onde i,_, é a Taxa Média de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia (DI)
referente ao dia anterior. O payoff da opcdo de compra é

PO = [IDI, — K]*, (22)
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onde K € o preco de exercicio e IDI, € o valor do IDI na data de exercicio. Na simulagéao

k-1
IDI, = IDI, exp (Z Pt Tt — ti]>'

i=0

onde IDI, é o indice da Taxa Média de Depositos Interfinanceiros de um Dia acumulado em t,,
t, € a data de exercicio e #(t;, ;) € a taxa forward estimada pela simulacdo em 7, referente a
t;. Simulando M trajetérias por Monte Carlo e calculando-se em cada trajetoria o payoff
conforme (22), obtém-se o preco da opcao de compra dado por

2%:1 POm

M (23)

Cc = DO,k

onde M é o numero de trajetorias, PO,, € o payoff na trajetéria m e D, € a fator de desconto
pela taxa livre de risco entre t, e t;. Conforme discutido na secdo 1.5.1 serdo utilizadas as
cotacBes historicas, mais estaveis, do periodo de 03/01/2005 a 30/12/2008 para estimar a
volatilidade e utiliza-la para simular as trajetorias para 2012 e assim precificar os derivativos.
Aplicando a PCA na matriz de covariancias das mudancas das taxas forward conforme
discutido em 4.1 obtém-se os seguintes autovalores, ja ordenados pelo valor:

Tabela 1 - Autovalores da Taxa Forward

Componente Valor Acumulado
lo. Fator (nivel) 89.3% 89.3%
20. Fator (inclinagéo) 6.6% 95.9%
30. Fator (curvatura) 1.2% 97.1%

Pode-se observar que os trés primeiros fatores representam mais de 97% da variacao da taxa
forward. Estimando a volatilidade &,,(t) utilizando estes autovalores e autovetores, evolui-se a
taxa forward até a data de exercicio da opcdo e de (23)(23) calcula-se o valor da opcéo.
Calibrando y(t) em t, = 04/01/2012 e utilizando as cotacbes de mercado de opcbes de
compra de IDI cujas datas de exercicio eram t;, = 02/07/2012, foram estimados os seguintes
valores

Tabela 2 - Calibracdo de y(t) em 04/01/2012

Strike Cotacao de Mercado y(t) Preco Calibrado
141,100 141.59 1.29 141.99
141,200 78.96 1.46 78.08
141,300 37.04 1.58 37.63

Com os parametros calibrados, os precos estimados pelo modelo em 05/01/2012 e 06/01/2012
sdo apresentados na Tabela 3. As diferencas entre a cotagdo de mercado e 0 preco estimado
podem ser atribuidas ao baixo volume de negdcios que pode gerar uma formacao de preco
imperfeita e pela inferéncia da volatilidade implicita pelo mercado utilizando o modelo de Black
(1976).
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Tabela 3 - Precos estimados em 05/01/2012 e 06/01/2012

Data Strike Cotacéo de Mercado Preco Estimado | Diferenca | Diferenca / Cotacéo
141,100 146.87 142.98 3.89 2.6%
05/01/2012 141,200 84.24 78.15 6.09 7.2%
141,300 41.35 37.22 4.13 10.0%
141,100 124.44 126.67 -2.23 -1.8%
06/01/2012 141,200 66.46 66.24 0.22 0.3%
141,300 29.54 30.01 -0.47 -1.6%

Observa-se também que o modelo tende a estimar valores maiores que o mercado para pregos
de exercicio menores e valores menores para 0s precos de exercicio maiores.

5.3 Opcdes de venda sobre Contratos de DI Futuro

O ativo objeto desta opcéao (do tipo europeu) € o Contrato Futuro de Taxa Média de Depdsitos
Interfinanceiros de Um Dia (DI Futuro), com vencimento determinado conforme o tipo de série
da opcéo (tipos 1, 2, 3 e 4). O preco de exercicio € expresso em taxa de juro efetiva ao ano,
base 252 dias Uteis. Para o célculo do payoff desta opc¢éo, calcula-se o Preco Unitario (PU)
equivalente ao preco de exercicio que é expresso em taxa
100.000
PUk =

- 1+ K)TF/zsz'

onde K € o prego de exercicio expresso em taxa e tp € 0 prazo em dias uteis do DI Futuro,
ativo objeto da opcédo. Assim, o payoff da opcdo de compra sobre DI Futuro calcula-se
(lembrando que compra de taxa é venda de PU)

PO, = [PU, — PU]*, (24)

onde PUy é o preco do DI Futuro, ativo objeto da opc¢éo, na data de exercicio, e, de maneira
equivalente, o payoff da opcéo de venda sobre DI Futuro calcula-se

PO, = [PUr — PU]*. (25)

Em cada trajetdria da simulacao calcula-se PU por
100.000
exp(Xi—{ P (te, T [T141 — 1))

PUF=

onde t, é a data de exercicio da opgcdo e 7(t;,7;) € a taxa forward em t; referente a t;,
estimada pela simulacdo. Simulando M trajetdrias por Monte Carlo e calculando-se em cada
trajetdria o payoff dado por (24), obtém-se o preco da opcao de compra

m=1P0cm (26)

ou, calculando-se o payoff dado por (25), obtém-se o preco da op¢éo de venda

M_.PO
= Dy, =m=t “pm (27)
p 0,k M
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onde PO, ., € o payoff na trajetéria m e D, € a fator de desconto pela taxa livre de risco entre

to e t;. Utilizando as cotagbes de mercado em t, = 18/04/2012 para calibrar y(t) foram

estimados os seguintes valores pelo modelo

Tabela 4 - Precos em 18/04/2012 para calibragéo de y(t)

Strike Cotacéo de Mercado y(t) Preco Calibrado
8.50% 89.43 1.00 89.92
8.75% 125.51 0.95 125.62
9.00% 173.85 0.89 172.75

A data de exercicio destas opcdes foi em 02/01/2013, o vencimento do DI Futuro, ativo objeto
destas opcoes, sera em 02/01/2014. O preco estimado destas opcbes em 19/04/2012 esta na

Tabela 5 abaixo.

Tabela 5 — Precos estimados das opcdes sobre DI Futuro em 19/04/2012

Strike Cotacéo de Mercado | Preco Estimado | Diferenca Diferenga / Cotacéo
8.50% 125.36 123.08 2.28 1.8%
8.75% 168.81 170.14 -1.33 -0.8%
9.00% 227.19 231.43 -4.24 -1.9%

Conforme pode-se observar, os valores estimados ficaram bem proximos aos valores reais.
Deve-se considerar ainda que estes derivativos tém baixa liguidez e pode haver erro na
captura da volatilidade implicita pelo préprio mercado, que depende muito do periodo
considerado. Aliado a isso, deve-se considerar também que, o prazo envolvido para o exercicio
das opcbes (pouco mais de 8 meses) somado com o vencimento do contrato futuro, ativo
objeto destas opc¢des (1 ano), é relativamente longo para o mercado brasileiro.

54 Contrato de DI Futuro

O Contrato de DI Futuro da BM&FBOVESPA é o derivativo de referéncia utilizado neste
trabalho para a calibracdo da volatilidade utilizada pelo modelo para a construcdo da ETTJ,
conforme discutido na secéo 5.1. A taxa do Contrato de DI Futuro é dado por

j—1

DIp(t; 7;) = exp Z fto )t —al )

=1
i=0,-,M j=1,---,] onde 7(t;, T;) é a taxa forward estimada pela simulagdo em t; referente
at; e DIF(tl-,rj) é a taxa do Contrato de DI Futuro em t; com vencimento em t;. Utilizando o
mesmo periodo dos casos anteriores para a estimativa da volatilidade por PCA, sao
apresentadas nas Tabela 6 e 7 os precos estimados de contrato de DI Futuro em 04/01/2012
e em 03/02/2012, considerando que a simulacdo foi feita em t, =06/12/2011. Para 0s
contratos de DI Futuro, ndo foi utilizado o parametro y(t) porque neste caso, ao se calcular o
valor esperado do preco, y(t) ndo tem influéncia na média da simulacdo de N trajetorias. Como
as datas de vencimento sdo fixas, a cada dia o prazo para vencimento do contrato diminui,
assim, na simulacao utilizam-se prazos padrdes (21,42,63,-:-,252,-++), que representam um meés
de 21 dias uteis, um trimestre de 63 dias Uteis, um ano de 252 dias uteis, e assim por diante.
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Tabela 6 - Estimativa de Preco de DI Futuro em 04/01/2012

_ Cotacao Real Prazp Preco Estimado _ Diferenca Prezzo _Prego

Vencimento em em qlas Interpolado para | Diferenca / Cotagdo p_adrao ga Estimado no

04/01/2012 Uteis o Prazo simulagdo | Prazo Padréo
02/04/2012 97,637 61 97,656 19 0.02% 63 97,583
02/07/2012 95,370 123 95,469 99 0.10% 126 95,365
01/10/2012 93,096 187 93,299 203 0.22% 189 93,232
02/01/2013 90,906 249 91,230 324 0.36% 252 91,129
01/04/2013 88,753 309 89,210 457 0.51% 315 89,011
01/07/2013 86,434 372 87,058 624 0.72% 378 86,850
02/01/2014 81,816 502 82,588 772 0.94% 504 82,519

Desta maneira apos a estimativa de preco obtida pela simulacdo faz-se uma interpolacdo para
o prazo real utilizando o método cubic-spline ja discutido anteriormente.

Tabela 7 - Estimativa de Preco de DI Futuro em 03/02/2012

Cotacéo Prazo Preco Prazo Preco
. ¢ . Estimado . Diferenca - Estimado no
Vencimento [ Realem |em dias Diferenca 2 | padréo da
P Interpolado / Cotacéo | . o Prazo
03/02/2012 | uteis simulacéo =
para o Prazo Padréao
02/04/2012 98,519 39 98,518 -1 0.00% 42 98,408
02/07/2012 96,350 101 96,313 -37 -0.04% 105 96,174
01/10/2012 94,208 165 94,125 -83 -0.09% 168 94,023
02/01/2013 92,150 227 92,038 -112 -0.12% 231 91,903
01/07/2013 87,968 350 87,830 -138 -0.16% 357 88,316
02/01/2014 83,470 480 83,323 -147 -0.18% 483 83,219
01/04/2014 81,353 541 81,189 -164 -0.20% 546 81,016

Pode-se observar nas duas datas que 0s precos estimados sdo proximos dos valores reais
ocorridos, sendo maiores para 0s vencimentos.

6. Conclusdes

O objetivo do presente trabalho é implementar um modelo HIM multifatorial que modela a
evolucdo de toda a curva de juros possibilitando uma grande flexibilidade na simulacéo da
estrutura a termo da taxa de juros, e, utilizando uma estrutura de volatilidade adequada de
maneira que os fatores sejam ortogonais e assim permitir que 0S movimentos brownianos
possam ser independentes e simplificar a simulagdo de sua dindmica. Além disso, foram
realizados testes de precificacdo de derivativos de taxas de juros negociados no mercado
brasileiro em um periodo ja decorrido®® , e assim possibilitar uma avaliacdo do modelo pela
comparacao entre o valor encontrado pelo modelo e o valor real ocorrido. Foram testados trés
derivativos de taxas de juros negociados na BM&FBOVESPA, a saber, opcao sobre IDI, opcao
sobre DI Futuro e o proprio DI Futuro. Os melhores resultados foram para o DI Futuro como
esperado porque a calibracdo da volatilidade historica da taxa forward foi obtida a partir deste
derivativo que é o de maior liquidez da bolsa. Os resultados apresentaram diferen¢cas menores
do que 1% para o DI Futuro, nas datas testadas, conforme visto na secéo 5.4. J4 para o caso
das opcbes sobre IDI e sobre DI Futuro os resultados apresentaram diferencas um pouco

16 . s
Normalmente conhecido em inglés como back-test.
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maiores, da ordem de 2% no caso da opc¢éao sobre DI Futuro e de 1% a 10% no caso da opcao
sobre IDI, mostrando um resultado nem sempre muito consistente. Isto pode ser explicado em
parte pela baixa liquidez destas opc¢des. Ndo é objetivo deste trabalho realizar uma analise
estatistica dos erros, porém, possivelmente a dispersdo dos erros serd bem maior na
precificacdo das opc¢des do que no DI Futuro, parte devido & baixa liquidez como ja citado e
parte porque provavelmente o mercado utiliza o modelo de Black (1976) para precificar as
opcbes. Uma possivel extensdo deste trabalho seria a realizacdo destes testes estatisticos,
porém, pode-se antecipar que serdo de dificil conclusdo em funcdo da baixa liquidez dos
negécios com as opcdes. Pelos resultados apresentados pode-se considerar que o modelo
HJIJM multifatorial conforme foi implementado neste trabalho apresenta resultados bastante
satisfatorios, e pela sua grande flexibilidade e precisdo poderia ser utilizada na precificacdo de
derivativos negociados em balcdo. Entretanto, € importante salientar alguns aspectos. A
calibracdo da volatilidade histérica deve ser feita com um periodo no qual a taxa de juros tenha
um comportamento similar ao periodo para o qual se quer estimar, 0 que nem sempre €
possivel ou vidvel. O que esta se diferenciando aqui sdo os periodos de estabilidade com
periodos de “crise”, que causa uma alteragao estrutural. Uma outra possivel extensdo para
este trabalho seria incorporar ao modelo uma aleatoriedade em relagdo a “crise”. Uma
abordagem alternativa interessante seria a calibracdo do parametro y(t) como funcdo do
tempo e que neste trabalho foi tratado como uma constante como em geral considerado na
literatura. Isso eventualmente possibilitaria um melhor ajuste do modelo com relacdo ao tempo.
Uma outra possibilidade nessa linha seria tratar y(t) de forma paramétrica definindo uma
funcdo que a represente, entretanto, a calibracdo dos parametros desta fungcéo seria bastante
complexo em fungéo da baixa liquidez das opg¢des. Os dados do DI Futuro n&o poderiam ser
utilizados neste caso porque o DI Futuro n&o é afetado pelo y(t), como visto na sec¢ao anterior.
Outras questdes que poderdo ser avaliadas em trabalhos futuros seriam uma avaliagao
estatistica do erro gerado pela aproximacéao pelo método de Euler da SDE do modelo HIM em
espaco dimensional infinito e a avaliacdo em que condigcdes no modelo de tempo discretizado,
quando t = T ou T = 0, podera ocorrer um “estouro” no valor da taxa forward f(t,T) no modelo
HJIM.
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