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1. Introdução 
O mercado de opções de câmbio é um dos que apresentam grande liquidez há vários anos, e o 

correto apreçamento de seus instrumentos se torna imperativo para o sucesso de qualquer um dos seus 
participantes. Este estudo apresenta um modelo que determina os pontos faltantes em uma superfície de 
volatilidades, principalmente quando os respectivos dados de mercado são escassos. Estas superfícies 
servem como base para o apreçamento de instrumentos financeiros mais sofisticados, como opções 
exóticas e notas estruturadas e, neste sentido, a sua adequada construção é de suma importância. 

O modelo é aplicado ao caso de opções sobre o Euro x Dólar Canadense (EURCAD), que até 
meados de 2007 eram muito pouco líquidas, começaram a ganhar liquidez de forma consistente a partir de 
2008, e hoje já são bastante negociadas. O modelo utiliza as informações das volatilidades implícitas de 
opções de pares com maior liquidez (USDCAD - Dólar Americano x Dólar Canadense e EURUSD - Euro 
x Dólar Americano), tratando os processos de volatilidades como puramente estocásticos. A escolha 
destes pares de moedas se deu pela falta de liquidez de outros pares de moedas envolvendo o Real como 
um de seus componentes, e pelo fato das opções sobre o EURCAD ter apresentado um aumento 
significativo de liquidez nos últimos anos, permitindo que o modelo pudesse ser verificado com maior 
precisão.  

Derman e Kani (1994) mostraram que há um efeito conhecido como ‘sorriso de volatilidade,’ onde 
as volatilidades implícitas das opções nos seus modelos de apreçamento aumentam à medida que se 
afastam do preço spot do ativo-objeto, tanto para opções in-the-money como para opções out-of-the-

money. Adicionalmente, mostram que a volatilidade também aumenta com o prazo até o vencimento, um 
fenômeno conhecido como ‘estrutura a termo da volatilidade.’ Esses efeitos se opõem ao que o modelo 
proposto por Black-Scholes (1973) assume, onde a volatilidade é considerada constante, para qualquer 
strike ou prazo de vencimento. Diversos estudos focam nos fatores que contribuem na formação do 
sorriso de volatilidade. Fama (1964) demonstrou que os retornos dos ativos não seguem uma distribuição 
normal. Jarrow e Rudd (1982) e Corrado e Su (1997) estudaram a assimetria e a curtose nas distribuições 
históricas dos retornos. Merton (1976) aborda a existência de saltos nos preços dos ativos. Hull & White 
(1987) abordaram o comportamento estocástico da volatilidade. Garman e Kohlagen (1983) adaptaram o 
modelo de Black e Scholes (1973) para opções de câmbio, mantendo as suas premissas, estendendo-o 
para lidar com a presença de duas taxas de juros, uma para cada moeda envolvida. A principal 
contribuição do modelo Garman-Kohlhagen (GK) é que a taxa de câmbio pode ser vista como um ativo 
que paga um dividendos contínuos. O modelo de Heston (1993) expande este conceito, assumindo que 
essas taxas variam com o tempo, segundo um modelo estocástico. Com volatilidades também 
estocásticas. 

Recentemente, diversos autores brasileiros utilizaram técnicas para aprofundar o estudo das 
superfícies de volatilidades implícitas: Oya (2009) utilizou a Análise de Componentes Principais (PCA) 
para estudar a superfície de volatilidade implícita de opções européias do par de moedas USDBRL (Dólar 
Americano x Real). Vargas (2010) utilizou a volatilidade histórica do ativo-objeto como parâmetro para 
determinar a superfície de volatilidades implícitas de ações do Ibovespa. Bustamante (2010) utilizou a  
Transformada Rápida de Fourier para determinar a superfície de volatilidades das opções USDBRL 
através do modelo de Heston (1983). Iveson (2010) estudou a determinação de uma superfície de 
volatilidades de um par de moedas com baixa liquidez, a partir de superfícies de volatilidades com maior 
liquidez, também com base no modelo de Heston (1983).  

Ao utilizar um número maior de prazos até o vencimento e de relações de moneyness, buscando 
obter valores mais precisos para todo a faixa de valores negociados, este trabalho estende o modelo 
proposto por Iveson (2010), que determina a superfície de volatilidades de um par de moedas cujas 
opções têm baixa liquidez, utilizando as superfícies de volatilidades de outros pares de moedascom 
componentes comuns ao par ilíquido, cujas opções são mais líquidas. O objetivo aqui é permitir que se 
estime com maior acurácia os valores ausentes das superfícies de volatilidades existentes, devido a dados 
incompletos em função da falta de histórico de negócios. Adicionalmente, o modelo aqui apresentado 
busca permitir que se determine uma superfície de volatilidades que possibilite identificar eventuais 
oportunidades de arbitragem devido a desvios na precificação das opções disponíveis no mercado. 
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Este trabalho está dividido em quatro seções, incluindo esta introdução. A segunda seção descreve o 
modelo utilizado e as respectivas hipóteses que o permeiam. A terceira seção apresenta tanto a calibração 
dos parâmetros do modelo a partir dos dados de mercado, como a construção da superfície de 
volatilidades implícitas e a discussão da qualidade dos resultados obtidos. A última seção conclui o 
trabalho. 
 
2. Descrição do Modelo 

O modelo adotado neste trabalho é um adaptação do modelo de Heston, pois assume que a taxa de 
câmbio é estocástica, uma vez que a taxa de câmbio pode ser expressa como uma relação entre as taxas de 
juros local e externa. Cada par de moedas é identificado por um índice i, para i = 1, 2, 3, com as 
respectivas dinâmicas descritas pelas seguintes equações: 
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A expressão ,i idW dZ< >  denota o produto escalar entre os processos de Wiener idW  e idZ , 

podendo ser interpretado como a correlação entre ambos. As volatilidades instantâneas σi têm taxa de 
reversão à média nula. O índice i identifica os pares de moedas aqui considerados de acordo com a Tabela 
1 abaixo: 

Tabela 1: Pares de Moedas considerados 
 

i Par de Moedas 
1 USDCAD 
2 EURUSD 
3 EURCAD 

 
A escolha destes pares se deu pela falta de liquidez de outros pares de moedas que envolvessem o 

Real como um de seus componentes, e pelo fato das opções sobre o EURCAD terem apresentado um 
aumento significativo de liquidez desde 2008, permitindo que o modelo pudesse ser verificado com maior 
precisão. 

Este trabalho se utiliza, dentre as diversas estruturas presentes no Mercado, de dois produtos 
largamente negociados, Risk Reversals e Butterfly Spreads definidos a seguir : 

 
• O Delta Risk Reversal (RR∆) é a diferença entre as volatilidades implícitas de uma call e uma put, 

ambas com mesmo Delta, e nos fornece a inclinação da curva de volatilidade, que pode ser 
utilizada como uma medida do grau de assimetria da distribuição de retornos do ativo-objeto: 

  
 

Call Put
RR σ σ∆ ∆ ∆= −   [2] 

 
• O Delta Butterfly Spread (BF∆) é a diferença entre a média das volatilidades implícitas da call e 

da put com mesmo Delta e a volatilidade implícita da opção at-the-money, e nos fornece a 
curvatura da curva de volatilidades, sendo uma boa medida do grau de achatamento da 
distribuição de retornos do ativo-objeto: 
 

 
2

Call Put
ATM

BF
σ σ

σ∆ ∆
∆

+
= −  [3] 

 
Quanto maior for a procura por um contrato de opções, maior será o seu preço e, conseqüentemente, 

maior será a sua volatilidade implícita associada. Para um dado Delta, um Risk Reversal positivo indica 
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que a volatilidade da call é superior ao da put, indicando que o mercado atribui a distribuição assimétrica 
de expectativas de retornos do ativo-base, com maior número de pessoas apostando numa alta de seu 
preço do que numa baixa. Em seu estudo, Iveson (2010) também utilizou dados de Risk Reversals e 
Butterfly Spreads com Delta 0.25 e vencimento de 6 meses, dos pares de moedas USDBRL e EURUSD 
para determinar a superfície de volatilidades do par EURBRL. Entretanto, os fenômenos do sorriso de 
volatilidade e da estrutura a termo da volatilidade, descritos por Derman e Kani (1994), mostram que essa 
abordagem simplificada (com apenas um Delta e um vencimento) pode ser ineficiente para determinar 
uma superfície de volatilidades implícitas completa, e aqui reside a maior contribuição deste trabalho. 

A Figura 1 mostra as volatilidades implícitas de calls e puts para o par de moedas EURBRL, no dia 
15/03/2011, destacando que os valores para um mesmo prazo, ou para um mesmo Delta, podem 
apresentar grandes variações. Observa-se um crescimento considerável nos valores das volatilidades 
implícitas, aumentando à medida que cresce o strike da opção: as volatilidades implícitas são mais baixas 
para as puts mais out-of-the-money (com Deltas menores), aumentando à medida que se aproxima da 
opção at-the-money, continuando seu crescimento, até culminar nas calls mais out-of-the-money 
(novamente com Deltas menores). Outro importante fenômeno observado é a pequena variação das 
volatilidades implícitas das puts ao longo do tempo, apresentando um aumento sensível apenas nos prazos 
de vencimentos acima de 6 meses. Essa característica não se observa nas volatilidades implícitas das 
calls, que exibem um crescimento constante ao longo do tempo, como esperado. 

 
Figura 1: Volatilidades implícitas para o par de moedas EURBRL, no dia 15/03/2011 
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A Figura 2 abaixo mostra os valores dos Risk Reversals e Butterfly Spreads observados no mercado 
no dia 15/03/2011, para o mesmo par de moedas. De forma análoga, os valores para diferentes Deltas e 
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prazos mostram-se bastante distintos, principalmente nos prazos de 6 meses para o vencimento. As 
diferenças entre as volatilidades implícitas das calls e puts de mesmo Delta são evidenciadas nesses 
gráficos, indicando que a generalização de um valor para todo e qualquer prazo pode se mostrar ineficaz 
para a correta determinação da superfície de volatilidades. 

 
Figura 2: Risk Reversals e Butterfly Spreads do par de moedas EURBRL, no dia 15/03/2011 
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Cálculo dos parâmetros iα  e iρ  dos pares de moedas líquidos a partir dos valores de Risk Reversals 
e Butterfly Spreads 

Conforme demonstrado por Iveson (2010), os parâmetros iα  e iρ  das equações [1] para i = 1, 2, 

podem ser obtidos a partir do Risk Reversal, do Butterfly Spread e da volatilidade da opção at-the-money 
de um determinado par de moedas i, através das seguintes equações: 

 

 
2

1
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2
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2
1

1

2

6

i

i Ai
i

ATMi i

BF
d

RR

d BF

σ
ρ

σ

∆

∆

∆

+

=  [5]  

 
O valor d1 é obtido a partir das funções inversas das distribuições normais-padrão de cada um dos 

Deltas dos contratos de Risk Reversals e Butterfly Spreads utilizados.  
Yekutieli (2004) utilizou as cotações dos contratos de opções Risk Reversals e Butterfly Spreads 

como inputs em uma rotina de calibração que busca o melhor ajuste (best-fit) dos valores para os 
parâmetros do Modelo de Heston. A função-custo utilizada para o ajuste no estudo era a soma dos 
quadrados dos erros entre as volatilidades implícitas dos preços de mercado e as volatilidades dos valores 
obtidos do modelo. Foram encontrados três problemas principais quando se tentou ajustar o modelo de 
Heston a uma superfície de volatilidades real de mercado: 

• Por ser um modelo de 5 parâmetros, o Modelo de Heston não tem a precisão necessária para 
adequar uma superfície de volatilidades, que muitas vezes contém mais de 30 pontos de 
informação. 
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• O Modelo de Heston gera dinamicamente a assimetria e a curvatura (curtose) da superfície de 
volatilidade, devido à natureza estocástica da volatilidade. Em períodos curtos de tempo, essas 
características fornecidas pelo modelo são muito inferiores àqueles observados nas superfícies de 
volatilidade presentes no Mercado. Rebonato (2004) aponta que este problema poderia ser 
solucionado por um modelo que também incluísse saltos, mas que essa solução ‘não seria 
parcimoniosa.’ 

• O formato da evolução da curva das volatilidades implícitas das opções at-the-money à medida 
que aumenta o prazo para o vencimento (do curto para o longo prazo) não obedece à forma de 
transição exponencial prescrito pelo comportamento de reversão à média do Modelo de Heston 
(situação não relevante neste trabalho dada a adoção da taxa de reversão à média nula). 

Em vista de tais observações, Yekutieli (2004) decidiu excluir os dados das opções com 
vencimentos inferiores a dois meses do conjunto de dados para a calibração do Modelo, assim como as 
opções com Delta 0.10, que compõem o RR10 e o BF10. Tais características são confirmadas neste estudo. 
 
Cálculo dos parâmetros 3α  e 3ρ , para o par de moedas com menor liquidez 

Uma vez que os dados de Risk Reversals e Butterfly Spreads para o par EURCAD são 
demasiadamente escassos para utilizar a mesma metodologia aplicada anteriormente, definimos 3α  e 3ρ  

em função de 1α , 1ρ , 2α  e 2ρ , declaradas nas equações [4] e [5]. De [1] decorre que: 

 2
3 3( )Var dα σ=  [6] 

onde )( 3σdVar  é a variância de 3σd .  

Prosseguimos assim para o desenvolvimento das expressões de 3σd  e 3 3/dS S , como segue. 

Partindo do princípio de não-arbitragem do valor da cotação do par de moedas S3, onde 213 SSS ×= , 

calculamos sua derivada total, dada abaixo: 

 3 3
3 1 2 2 1 1 2

1 2

S S
dS dS dS S dS S dS

S S

∂ ∂
= + = +

∂ ∂
 [7] 

Dividindo [7] por S3, e usando [1] obtemos [8] indicada abaixo. Por estarmos tratando de uma 
associação de dois processos estocásticos, o termo determinístico (o drift iµ ) pode ser desconsiderado. 

 3 1 2
1 1 2 2 3 3

3 1 2

dS dS dS
dW dW dW

S S S
σ σ σ= + = + =  [8] 

Se tomarmos o produto escalar dos processos estocásticos dos preços dos pares de moedas 1 e 2, 
podemos definir:  
 1 2 12,dW dW dtρ< >=  [9] 

Com base em [8] e [9], podemos escrever: 
 2 2 2

3 1 2 1 2 122σ σ σ σ σ ρ= + +  [10] 

Fazendo a derivada total de [10]: 

 
3 3 1 1 2 2 12 2 1 12 1 2

1 12 2 1 2 12 1 2

1 12 2 2 12 1
3 1 2

3 3

2 2 2 2 2

2( ) 2( )

( ) ( )

d d d d d

d d

d d d

σ σ σ σ σ σ ρ σ σ ρ σ σ

σ ρ σ σ σ ρ σ σ

σ ρ σ σ ρ σ
σ σ σ

σ σ

= + + +

= + + +

+ +
= +

 [11] 

Chamando 

 

1 12 2

3

2 12 1

3

A

B

σ ρ σ

σ

σ ρ σ

σ

+
Φ =

+
Φ =

 [12] 

Dado que, de [1], .
i i i

d dZσ α= , e substituindo [12] em [11] obtemos: 
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 3 1 1 2 2A B
d dZ dZσ α α= Φ + Φ  [13] 

De [6], podemos calcular 3α  como se segue: 

 
2 2 2 2 2
3 3 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
3 1 2 1 2 1 2

( ) 2 ,

2 ,

A B A B

A B A B

Var d dZ dZ

dZ dZ

α σ α α α α

α α α α α

= = Φ + Φ + Φ Φ < >

= Φ + Φ + Φ Φ < >
 [14] 

Por definição, >=<
3

3
33 ,

S

dS
dσρ . Usando [12], [13] e [8], temos:  

 

3
3 3 1 1 2 2 1 1 2 2

3

1 1 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2 2

, ,

, ,

, ,

A B

A A

B B

dS
d dZ dZ dW dW

S

dZ dW dW dZ

dW dZ dZ dW

ρ σ α α σ σ

α σ α σ

α σ α σ

=< >=< Φ + Φ + >

= Φ < > + Φ < >

 …+ Φ < > + Φ < >

 [15] 

Dentre as correlações presentes em [14] e [15], conhecemos apenas 1 1,dZ dW< >  e 2 2,dZ dW< > , 

iguais a 1ρ  e 2ρ , respectivamente. Ainda não possuímos uma forma analítica para >< 21 , dZdW , 

>< 12 , dZdW  e >< 21 , dZdZ . 
Devido ao fato que as séries históricas dessas correlações não apresentarem um comportamento 

estável, a utilização dos valores históricos dessas correlações não é viável, pois esta abordagem atenuaria 
a característica estocástica do modelo, acarretando uma perda de aderência do modelo ao mundo real. 
Iveson (2010) sugere um artifício algébrico para solucionar este problema. São definidos dois novos 
processos estocásticos artificiais '

1dW  e '
2dW , ortogonais a 1dW e 2dW respectivamente, de modo a 

satisfazer às seguintes restrições: 

 

'
1 1

'
2 2

2 '
1 1 1 1 1

2 '
2 2 2 2 2

, 0

, 0

1

1

dW dW

dW dW

dZ dW dW

dZ dW dW

ρ ρ

ρ ρ

< >=

< >=

= + −

= + −

 [16] 

Os processos '
idW  podem ser descritos como a decomposição do processo estocástico idZ  em dois 

componentes: um que decorre dos movimentos da taxa de câmbio (correspondente a i idWρ ), e outro que 

se origina do ruído do Mercado (correspondente a 2 '1 i idWρ− ). Dessa forma, '
idW  pode ser descrito 

como a parte estocástica do processo de volatilidade idZ  que não pode ser explicada pelos movimentos 

da taxa de câmbio. 
Com esses dois novos processos é possível calcular as correlações >< 21 , dZdW , >< 12 , dZdW  e 

>< 21 , dZdZ  em função das correlações >< 2
'

1 ,dWdW , >< '
21 , dWdW  e >< '

2
'

1 ,dWdW . Adicionalmente, 
estas últimas mostram-se muito mais estáveis que as primeiras. Tais correlações são definidas como 
segue: 

• >< '
21 , dWdW : é a correlação da parcela da volatilidade de USDCAD que é explicada pela 

variação da taxa de câmbio de USDCAD (a equação resultante da regressão dos retornos de 
USDCAD com sua volatilidade em cada período), com a parcela da volatilidade de 
EURUSD que não é explicada pela variação da taxa de câmbio EURUSD (os resíduos da 
regressão dos retornos de EURUSD com sua volatilidade em cada período). 

• >< 2
'

1 , dWdW : é a correlação da parcela da volatilidade de EURUSD que é explicada pela 
variação da taxa de câmbio de EURUSD, com a parcela da volatilidade de USDCAD que 
não é explicada pela variação da taxa de câmbio de USDCAD.  
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• >< '
2

'
1 ,dWdW : é a correlação da parcela da volatilidade de USDCAD que não é explicada 

pela variação da taxa de câmbio de USDCAD, com a parcela da volatilidade de EURUSD 
que não é explicada pela variação da taxa de câmbio de EURUSD. 
 

Expandindo as equações de [16] com as correlações descritas, podemos definir: 
 

  

2 ' 2 '
1 2 1 2 2 2 2 12 2 2 1 2

2 ' 2 '
2 1 2 1 1 1 1 12 1 1 1 2

2 ' 2 '
1 2 1 1 1 1 2 2 2 2

2 ' 2 '
12 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2
1

, , 1 1 ,

, , 1 1 ,

, 1 , 1

1 , 1 ,

1 1

dW dZ dW dW dW dW dW

dW dZ dW dW dW dW dW

dZ dZ dW dW dW dW

dW dW dW dW

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ

< >=< + − >= + − < >

< >=< + − >= + − < >

< >=< + − + − >

= + − < > + − < >

+ − 2 ' '
2 1 2,dW dWρ− < >

 [17] 

 
Utilizando os valores de [17] em [15], podemos definir 
  

3 1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 2, ,A A B BdW dZ dW dZρ α σ ρ α σ α σ α σ ρ= Φ + Φ < > + Φ < > + Φ  [18] 
 
O processo de obtenção de valores das volatilidades implícitas das calls e puts a partir dos dados de 

mercado é composto por nove fases descritas abaixo.  
 

1. Cálculo das séries históricas de 1α , 2α , 1ρ  e 2ρ , a partir dos valores dos Risk Reversals e 

Butterfly Spreads, para cada um dos pares de moedas, dos dados disponíveis no mercado. 
2. Regressão da volatilidade dos pares de moedas em função dos retornos diários. Com os 

coeficientes obtidos, calcula-se as séries de retornos filtrados 1dW  e 2dW , e dos resíduos da 

regressão, obtém-se '
1dW  e '

2dW . 

3. Com as séries '
1dW  e '

2dW , obtidas na fase 2, calculam-se os coeficientes >< 2
'

1 ,dWdW , 

>< '
21 , dWdW  e >< '

2
'

1 ,dWdW . 

4. A partir da regressão dos retornos filtrados, 1dW  e 2dW , calcula-se o coeficiente 12ρ . 

5. A partir das séries 1α , 2α , 1ρ  e 2ρ , obtidos na fase 1, e do valor 12ρ , obtido na fase 4, são 

calculadas as séries de correlações estocásticas 1 2,dW dZ< >  , 2 1,dW dZ< >  e 1 2,dZ dZ< > . 

6. Com os valores das volatilidades históricas dos pares de moedas, 1σ  e 2σ , e o valor 12ρ , obtido 

na fase 4, são calculados os valores para AΦ  e BΦ . 

7. Com as séries 1α , 2α , 1ρ  e 2ρ , obtidos na fase 1,  as séries de correlações estocásticas 

1 2,dW dZ< >  , 2 1,dW dZ< >  e 1 2,dZ dZ< > , obtidas na fase 5, e os valores de AΦ  e BΦ , 

calculados na fase 6, calcula-se as séries de 3α  e 3ρ . 

8. Com as séries 3α  e 3ρ , calculadas na fase 7, calcula-se as séries dos Risk Reversals e Butterfly 

Spreads para o par de moedas 3. 
9. A partir das séries dos Risk Reversals e Butterfly Spreads para o par de moedas 3, determina-se as 

volatilidades implícitas para as calls e puts desse par de moedas. 
 

O fluxo a ser seguido para a construção da superfície de volatilidades é ilustrado na Figura 3 abaixo. 
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Figura 3: Fluxograma do processo de obtenção das volatilidades implícitas 
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Na próxima seção o processo descrito acima é implementado para se obter as volatilidades 

implícitas para calls e puts do par de moedas EURCAD, a partir dos Risk Reversals e Butterfly Spreads 
para ambos os pares de moedas USDCAD e EURUSD. 
 
3. Resultados 

Foram utilizados dados diários do terminal Bloomberg, para os Risk Reversals e Butterfly Spreads 
para os pares de moedas USDCAD e EURUSD, com Deltas de 0.10, 0.15, 0.25 e 0.35, para os prazos de 
1 mês (21 dias úteis), 3 meses (63 du), 6 meses (126 du) e 1 ano (252 du), de 06/01/2006 a 15/03/2011. O 
número total de observações da série é de 1353 dias. Cada dia nos fornece 32 observações, para os 
diversos prazos e Deltas. Apesar de estarem disponíveis opções com prazos de vencimento de até 7 anos, 
as opções com prazos acima de 2 anos apresentavam liquidez baixa, e portanto foram descartadas deste 
estudo pelo número excessivo de outliers. 
 
Fase 1: Geração dos iα  e iρ  para os pares de moedas USDCAD e EURUSD 

As séries históricas de iα  e iρ  para os pares de moedas USDCAD e EURUSD foram calculados a 

partir dos valores históricos dos Risk Reversals e Butterfly Spreads de cada um dos pares de moedas. 
As Figuras 8 e 9 ilustram as diferenças entre os valores calculados para os diversos Deltas e prazos, 

fornecendo bons indícios que a segmentação em áreas diferentes pode trazer um refinamento nos 
resultados. Na figura 4 observamos que os valores dos Alphas para os diferentes Deltas não diferem tanto 
quando comparados com outro Alphas de mesmo prazo, mas que variam muito para o mesmo Delta, para 
prazos de vencimento diferentes. Na figura 5, notamos que a mesma característica ocorre, exceto para os 
Alphas de Delta 0.35, que apresentam valores modulares menores que para os demais Deltas. 

Outra característica notável é que a correlação entre os processos estocásticos idW  e idZ , indicado 

pelos Rhos de cada par de moedas, é negativa para o par USDCAD, enquanto que para o par EURUSD, é 
positiva. Essa característica indicará a sincronia de direção dos movimentos dos preços e das volatilidades 
do par de moedas em questão. 
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Figura 4: Alphas calculados para as moedas USDCAD e EURUSD no dia 15/03/2011 
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Figura 5: Rhos calculados para as moedas USDCAD e EURUSD no dia 15/03/2011 
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Fase 2: Regressão das volatilidades de cada par de moedas, em função dos movimentos de preços 
dessa moeda – geração de idW  e '

i
dW  

Foram feitas regressões das volatilidades de 1 mês, 3 meses, 6 meses e 1 ano,  em função dos 
movimentos diários (retornos logarítmicos de d-0, d-1 e d-2), AR(1) e AR(2) para cada par de moedas, 
USDCAD e EURUSD. A utilização de processos autorregressivos de 1a e 2a ordens se faz necessário, 
pois a série apresenta uma forte correlação serial positiva. Essa correlação serial é confirmada pelos 
resultados dos coeficientes de Durbin-Watson das regressões. 

Apresentamos a seguir os resultados obtidos para cada um dos coeficientes, com suas estatísticas t 
entre parênteses: 
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USDCAD 
Coeficiente 1M 3M 6M 1Y 

d-0 0,00158 (1,60) 0,00027 (0,82) 0,00032 (1,77) 0,01317 (1,69) 
d-1 -0,25474 (-2,81) -0,08501 (-2,78) -0,01812 (-1,09) -0,00023 (-1,94) 
d-2 -0,20948 (-2,32) -0,07672 (-2,51) -0,04089 (-2,47) -0,00028 (-2,34) 

 
EURUSD 
Coeficiente 1M 3M 6M 1Y 

d-0 0,00097 (0,88) 0,08018 (2,02) 0,0286 (1,46) 0,0249 (2,47) 
d-1 -0,37283 (-3,54) -0,14082 (-2,86) -0,0762 (-3,89) -0,02677 (-2,66) 
d-2 -0,18924 (-1,8) -0,11356 (-2,87) -0,00047 (-2,31) - 

 
Com os coeficientes obtidos, forma calculados as séries de 1dW  e 2dW  para cada um dos períodos 

analisados, e a partir dos resíduos das regressões, foram gerados as séries de '
1dW  e '

2dW  para cada um 

dos períodos analisados. 
 
Fase 3: Regressão das séries geradas na Fase 2 

Utilizando-se as séries 1dW , 2dW , '
1dW  e '

2dW , geradas pelas regressões anteriores, foram feitas as 

regressões de '
1 2,dW dW< > , >< '

21 , dWdW  e >< '
2

'
1 ,dWdW . Neste caso também foram utilizados 

processos autorregressivos de 1a e 2a ordens, para corrigir a correlação serial positiva. Os coeficientes 
obtidos são apresentados abaixo, com suas estatísticas t entre parênteses: 

 
Coeficiente 1M 3M 6M 1Y 

>< '
21 , dWdW  0,07445 (4,26) 0,05978 (3,61) 0,03984 (2,44) 0,04077 (2,22) 

'
1 2,dW dW< >  0,09924 (4,72) 0,12708 (5,93) 0,15332 (7,39) 0,11496 (5,87) 

>< '
2

'
1 ,dWdW  0,22946 (7,65) 0,30128 (9,46) 0,31801 (9,80) 0,27867 (9,11) 

 
Fase 4: determinação de 12ρ  

A partir de [9], podemos calcular 12 1 2,dt dW dWρ =< >  da regressão dos retornos de USDCAD e 

EURUSD em cada período. Os valores obtidos são mostrados abaixo, com suas estatísticas t entre 
parênteses: 

 
 1M 3M 6M 1Y 

12ρ  0,37757 (15,16) 0,37446 (14,78) 0,37057 (14,21) 0,36212 (13,07) 
 
Neste caso, os valores obtidos para cada prazo são muito próximos, havendo uma diferença menor 

que 4,3% entre os valores extremos. 
 
Fase 5: Determinação de 1 2,dW dZ< >  , 2 1,dW dZ< >  e 1 2,dZ dZ< >  

Tendo os valores de 12ρ  e as séries '
1 2,dW dW< > , >< '

21 , dWdW  e >< '
2

'
1 ,dWdW , são calculadas 

as séries de correlações estocásticas históricas de 1 2,dW dZ< >  , 2 1,dW dZ< >  e 1 2,dZ dZ< >  para cada 

prazo, através de [17]. 
 
Fase 6: Determinação de 

A
Φ  e 

B
Φ  

Com os valores das volatilidades históricas para cada período de USDCAD e EURUSD, e com os 
valores de 12ρ , as séries de 

A
Φ  e 

B
Φ  para cada prazo foram calculadas, conforme [12]. 
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Fase 7: Determinação de 3α  e 3ρ  

Utilizando as séries e coeficientes obtidos, as séries de valores históricos para 3α  e 3ρ  para cada 

prazo podem ser calculadas, de acordo com [14] e [18]. 
A figura 6 apresenta os valores obtidos para os Alphas e Rhos para o dia 15/03/2011. 
 

Figura 6: Alphas e Rhos calculados para o par de moedas EURCAD, no dia 15/03/2011 
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Notamos que o mesmo comportamento apresentado para os Alphas do pares de moedas utilizados 
anteriormente é repetido para o par de moedas estudado agora: os valores dos Alphas para os diferentes 
Deltas não diferem muito quando comparados com os de mesmo prazo, mas variam bastante para um 
mesmo Delta, com prazos de vencimento diferentes. Os valores de Rho, assim como os do par de moedas 
EURUSD, são positivos, indicando uma correlação positiva entre os os processos estocásticos 3dW  e 

3dZ . 

 
Fase 8: Determinação de RREURCAD e BFEURCAD 

Utilizando [4] e [5], podemos determinar as séries de valores de RREURCAD e BFEURCAD a partir de 
cada um dos valores de 3α  e 3ρ . A Figura 7 apresenta os valores obtidos para os RREURCAD e BFEURCAD 

para o dia 15/03/2011. Todos os valores de BFEURCAD são positivos, assim como os observados para o par 
EURBRL, mas os valores dos Butterfly Spreads calculados para o par EURCAD indicam que sua 
superfície de volatilidades implícitas possui uma curvatura menor que a da superfície do par EURBRL. 
Além disso, os valores de RREURCAD são negativos, ao contrário aos do par EURBRL. Essa característica 
nos indica que há uma assimetria nas expectativas do mercado, sinalizando uma perspectiva de alta na 
cotação do par de moedas EURBRL, enquanto que projeta uma queda na cotação do par EURCAD. 
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Figura 7: Butterfly Spreads e Risk Reversals calculados para o par de moedas EURCAD, no dia 15/03/2011 
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Fase 9: Determinação das volatilidades implícitas das calls e puts para o par de moedas EURCAD, e 
sua superfície de volatilidades implícitas. 

Tendo os valores dos Butterfly Spreads e Risk Reversals para o par de moedas EURCAD, é possível 
calcular as volatilidades implícitas de suas calls e puts, e construir sua superfície de volatilidades 
implícitas, utilizando [2] e [3]. A superfície de volatilidades foi construída utilizando-se interpolação 
através de splines cúbicos. Esse método de interpolação foi utilizado para compensar a relativa escassez 
de pontos para construção da curva, porém não garante que a superfície obtida exiba a característica de 
um modelo livre de arbitragem, de modo que os preços das opções calculadas com a volatilidade exibidas 
possam apresentar eventuais oportunidades de arbitragem com seu ativo-objeto. Ainda assim, essas 
oportunidades só apareceriam entre os vértices, que não são alterados no processo. 
 
Comparação da superfície estimada com a observada no mercado. 

Uma vez construída a superfície de volatilidades, podemos compará-la com a superfície de 
volatilidades real de mercado. A Figura 8 apresenta a superfície de volatilidades para as calls do par 
EURCAD para o dia 15/03/2011.  

 
Figura 8: Superposição das superfícies de volatilidade estimada e de mercado 

para as calls do par EURCAD, para o dia 15/03/2011. 
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A superfície que está por cima, menos ondulada, é a estimada. A Figura 9 mostra a subtração das 
superfície, destacando as diferenças absolutas, em pontos percentuais, entre elas. É possível observar que 
as diferenças são muito pequenas, excetuando os valores para o prazo de 1 mês para o vencimento, e para 
Delta 0.10, que apresentam valores discordantes. Essas diferenças, para os prazos mais curtos, mostraram 
um comportamento errático, de um dia para o outro, no período observado 

 
Figura 9: Resultado da subtração das superfícies de volatilidade estimada e de mercado 

das calls do par EURCAD para o dia 15/03/2011. 

 
 

Figura 10: Secções temporais das superfícies de volatilidade estimada e de mercado 
das calls do par EURCAD para o dia 15/03/2011 
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Uma análise diligente da Figura 10 nos permite identificar as razões que ocasionam as flutuações 
mais acentudadas presentes na Figura 9: o descolamento entre os valores calculados pelo modelo para o 
prazo de vencimento de 1 mês, comparados aos valores observados no mercado neste dia são muito 
maiores do que para os demais prazos, chegando a 0,36%. 
 

Figura 11: Secções temporais das superfícies de volatilidade estimada e de mercado 
das puts do par EURCAD para o dia 15/03/2011. 
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As Figuras 10 e 11 comparam as secções temporais das superfícies de volatilidade estimada e de 
mercado das calls e puts, respectivamente, do par EURCAD para o dia 15/03/2011. Observa-se uma 
semelhança, tanto de valores como de formato, para a evolução das curvas de volatilidades implícitas para 
os prazos de vencimento acima de 3 meses, tanto para as calls, como para as puts, indicando a boa 
aderência do modelo ao mercado para esses prazos. Para o prazo de vencimento de 1 mês, o formato da 
curva de mercado varia muito, dependendo do dia observado, mas o formato da curva do modelo é muito 
estável, gerando diferenças maiores ou menores, de acordo com a inquietação dos participantes do 
mercado no dia analisado. Essas diferenças são anacrônicas, e podem apresentar excelentes oportunidades 
de arbitragem. 
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Figura 12: Secções por Delta das superfícies de volatilidade estimada e de mercado 
das calls do par EURCAD para o dia 15/03/2011 
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. 

As Figuras 12 e 13 comparam as secções por Delta das superfícies de volatilidade estimada e de 
mercado das calls e puts, respectivamente, do par EURCAD para o dia 15/03/2011. As curvas observadas 
nestas figuras são mais alinhadas com os resultados esperados do modelo. Ainda se observa um 
descolamento mais acentuado nos valores das volatilidades implícitas para o prazo de vencimento de 1 
mês, principalmente nas opções com Delta mais baixo, mas essa característica é atenuada pela escala dos 
valores das escalas dos gráficos. 

A aderência das curvas de volatilidades implícitas calculadas pelo modelo ao mercado variou pouco 
ao longo do tempo, apresentando baixa eficácia apenas em períodos turbulentos, quando a volatilidade 
das cotações do ativo-objeto cresceu muito. Nestes casos, o modelo demonstrou pouca estabilidade para 
determinar curvas de volatilidades com a precisão desejada. 
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Figura 13: Secções por Delta das superfícies de volatilidade estimada e de mercado 
das puts do par EURCAD para o dia 15/03/2011 
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Diferença entre as volatilidades calculadas pelo modelo e as observadas no mercado em 15 de 
Março de 2011 
 
Calls      Puts     
Delta Prazo (meses)  Delta Prazo (meses) 

 1 3 6 12   1 3 6 12 
0.10 +2,89% -0,14% -0,57% -0,32%  0.10 +2,65% -0,22% -0,74% -0,01% 
0.15 +1,94% -0,16% -0,26% -0,48%  0.15 +1,42% +0,04% -0,46% -0,26% 
0.25 +0,16% -0,09% -0,32% +0,18%  0.25 -1,07% -0,01% +0,28% +0,13% 
0.35 -0,36% -0,10% -0,31% +0,00%  0.35 +0,15% -0,18% +0,35% -0,44% 

 
As volatilidades implícitas apresentam uma diferença percentual maior para as opções com menor 

prazo até o vencimento, e para Deltas menores. Em geral, as diferenças percentuais entre as volatilidades 
observadas no mercado e as calculadas pelo modelo são inferiores a 0,5%, atribuindo um elevado fator de 
confiabilidade ao modelo. 

 
4. Conclusão 

O objetivo deste trabalho foi desenvolver uma maneira de determinar a superfície de volatilidades 
para opções pouco líquidas, cujo ativo-objeto é um par de moedas cujos componentes tenham opções com 
maior liquidez quando pareadas com uma terceira moeda. O par de moedas escolhido para este estudo foi 
o Euro x Dólar Canadense, que apresentava baixa liquidez e, para possibilitar a execução do estudo, 
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foram utilizadas as opções destas moedas pareadas com o Dólar Americano, que possuíam liquidez 
elevada. 

O estudo estendeu o modelo proposto por Iveson (2010), que somente utiliza os valores dos 
Butterfly Spreads e Risk Reversals de Delta 0.25 e prazo de vencimento de 6 meses, expandindo o escopo 
para utilizar também os Deltas de 0.10, 0.15 e 0.35, e os prazos de 1, 3 e 12 meses para o vencimento, 
buscando uma maior aderência das curvas de volatilidades. Embora os resultados obtidos reiteram 
aqueles observados por Iveson (2010), confirmando que, para determinar apenas o ponto da superfície de 
volatilidades referente à opção de maior liquidez, e portanto, a de maior interesse, com prazo de 
vencimento de 6 meses e Delta 0.25, o modelo proposto por ele é suficiente e eficaz, os resultados obtidos 
no presente trabalho demonstram que, para a determinação de uma superfície de volatilidades implícitas 
completa, é necessária a utilização de um número maior de Deltas e prazos, cobrindo assim de maneira 
mais abrangente todas as possíveis faixas de negociação de interesse. 

Os problemas enfrentados por Yekutieli (2004) também foram observados neste estudo: os valores 
das volatilidades implícitas para o Delta 0.10 e para o prazo de vencimento de 1 mês de fato se mostraram 
mais inconstantes, ora muito acima, ora muito abaixo dos valores projetados pelo modelo. Esse 
comportamento já era esperado, pois estas opções são ou claramente out-of-the-money, ou têm um prazo 
de vencimento muito curto, e seus preços são mais sujeitos a flutuações do mercado, e podem apresentar 
eventuais oportunidades de arbitragem. Em oposiçãoao proposto por Yekutieli (2004), estes dados não 
devem ser desprezados, mas tratados com cautela, pois as condições descritas acima provavelmente se 
devem à baixa liquidez desses vértices, muito próximos do vencimento ou com strikes muito 
conservadores, e sujeitos a oscilações mais acentuadas. 

O modelo demonstrou algumas limitações, por utilizar tanto dados de mercado, com dados 
históricos, e por vezes percebe-se um evidente descolamento do modelo em relação ao Mercado em 
momentos de crise, como durante a crise econômica de 2008/9. Contudo, o modelo mostra boa aderência 
quando o Mercado passa por momentos de maior tranqüilidade, provando ser uma ferramenta valiosa para 
completar os pontos faltantes de uma superfície de volatilidades de pares de moedas, a partir das 
superfícies (mais) completas de outros pares de moedas que tenham as moedas de interesse como um de 
seus componentes. 
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