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Resumo: A idéia de diversi�cação internacional de portfolios tem partic-
ular interesse na correlação entre movimentos de índices �nanceiros nos
diversoso mercados do globo. Entretanto, a esmagadora maioria dos estu-
dos aborda esta questão apenas do ponto de vista da dimensão temporal,
ignorando o dominio da frequência. Este artigo propõe uma análise de
variância e correlação para índices �nanceiros como o Dow Jones Indus-
trial, o Ibovespa e o Euro Stoxx 50 através da decomposição destas séries
em ondaletas. Uma vez que tal metodologia é capaz de decompor o sinal
tanto na dimensão temporal como na dimensão da frequência, tal estudo
de uma estrutura de correlações e variâncias é capaz de evidenciar fenô-
menos particulares de cada frequência de dados que, de forma agregada,
são perdidos e focalizar peculiaridades de investimentos de longo e curto
prazo de forma desgregada.

Palavras Chave: Ondaletas, Séries Financeiras, Análise de Variância e
Correlação.

Código JEL: C10, G10, G12.

Abstract: Since the bene�ts of portfolio international diversi�cation re-
sults appeared in �nancial literature, the issue of �nancial co-movements
among di¤erent markets has been a key question. Many recent studies
have approached this topic targeting a correlation investigation among
�nancial indicators. Unfortunately, the huge majority of them focus only
in the time domain, ignoring the relevant frequency domain which could
di¤erentiate long and short-run investment contribution to the energy of a
time series. This paper proposes a wavelet-based variance and correlation
analysis of key �nancial indexes for the Brazilian, American and European
markets looking for some results concerning the correlation structure be-
tween them in both time and frequency domain, obtaining distinct results
for long and short-run investment performance and contribution.
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1 Introdução

O estudo da co-movimentação entre índices �nanceiros, ou de sua correlação, é
de largo interesse no estudo de �nanças internacionais. Por um lado, apresenta
informações altamente relevantes do ponto de vista do gerenciamento de risco,
bem como da perspetiva da diversi�cação de portfolios.1

Pela importância do tema, uma porção de estudos têm abordado a noção
de correlação entre ativos �nanceiros de diversos mercados, buscando enten-
der como o movimento dos retornos destes ativos se relacionam ([Ki94], [Li94],
[LoSo95], [LoSo01], [KaSt96], [FoRi02], [BrDe05], [BrDe06]. Dentre estes estu-
dos, as metodologias utilizadas são na sua totalidade destinadas à análise da
correlação entre os retornos abordados na dimensão temporal, ou seja, como
a correlação entre os retornos se comporta ao longo do período de tempo sob
análise.
Entretanto, além da dimensão temporal, uma informção �nanceira agregada

carrega componentes de diferentes frequências, i.e., investimentos de frequência
mais altas e mais baixas, longo e curto prazo. Claramente, o grau de corre-
lação de mercados distintos deve variar dentre frequências distintas. Um estudo
bastante recente nesse sentido é [RuNu09].
O mesmo deve ocorrer para medidas de volatilidade. Analisar a volatilidade

de uma particular série de retornos sem considerar diferentes frequências pode
colapsar as contribuições de investimentos de curto e longo prazo numa única
componente, o que gera imprecisões nos rsultados de análise.
Assim sendo, este trabalho propõe a análise de correlação entre índices �-

nanceiros relativos ao mercado americano, europeu e brasileiro, precisamente o
Dow Jones Industrial, Euro Stoxx 50 e Ibovespa, para os últimos cinco anos,
estudando a estrutura de correlação entre estas séries, bem como procedendo
uma análise de variância, por meio da metodologia de ondaletas. Além disso, o
estudo ainda investiga o comportamento de cada série por meio de uma transfor-
mação discreta de ondaletas e da análise de multiresolução, empregada através
da transformação discreta de ondaletas de máxima sobreposição. Assim, como
resultados, além das estruturas de variância e correlação, o artigo ainda dis-
corre sobre as principais componentes e suas contribuições em fenômenos como
a recente rubulência �nanceira.
A segunda seção do artigo discute o banco de dados utilizado bem como

introduz os conceitos de ondaletas e a metodologia utilizada. A terceira seção
apresenta algumas estatísticas acerca dos índices estudados bem como imple-
menta uma análise exploratória baseada na metodologia de ondaletas. Uma
quarta seção apresenta os resultados para a análise de correlações e variâncias
e uma seção �nal discute algumas conclusões.

1Para uma análise dos benefícios da diversi�cação internacional de portfolios, referimo-nos
a [Gr68].
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2 Metodologia e Bases de Dados

2.1 Bases de dados

Os dados utilizados neste trabalho são os retornos2 �nanceiros das séries �-
nanceiras Ibovespa, Euro Stoxx 50 e Dow Jones Industrial, no período de
10/11/2004 até 05/06/2009. Por tratarem-se de informações diárias, os da-
dos foram compatibilizados de modo que houvesse 1024 observações para cada
série e, mais ainda, que todas essas observações fossem referentes à mesma data
para cada série. Assim, a compatibilização leou em consideração as diferenças
entre os dias de funcionamento dos mercados �nanceiros na Europa, Estados
Unidos e Brasil.
A escolha por estes índices foi baseada na capacidade destes de avaliarem,

ou representarem, a performance de cada um dos mercados sob análise, o que
parece razoável dada a relevância de cada um deles. O Euro Stoxx 50 con-
grega cinquenta ativos de empresas consideradas líderes em setores chave para
a economia da zona do Euro, espalhadas em doze países da União Européia. Já
o Ibovespa e o Dow Jones são índices classicamente tomados em consideração
quando da análise �nanceira nos amientes brasileiro e americano.
O uso de 1024 observações deve-se à metodologia de ondaletas empregada,

e será discutida na subseção seguinte.

2.2 O método de ondaletas

Para introduzir a análise de ondaletas no contexto de séries temporais �naneiras,
é preciso entender a motivação de seu uso neste contexto. Considere uma série
de retornos de um determinado ativo �nanceiro. Então, identi�quemos o 0 2 R
com a primeira informação da série e de�namos uma função f : R �! R que no
intervalo (�1; 0) é identicamente nula, no intervalo que vai de zero até a última
observação da série, ela assume o valor da série em cada ponto do tempo - no
nosso caso esse intervalo é [0; 1024] - e que é novamente identicamente nula em
(1024;+1). Então esta função e seu quadrado têm no máximo um número �nito
de descontinuidades (duas na verdade) e são portanto de quadrado integrável,
ou seja, f 2 L2.
Se considerarmos o espaço das funções de quadrado integráveis, L2, ao no-

tarmos que trata-se de um espaço de Hilbert, então podemos facilmente concluir
que este espaço possui uma base ortonormal. Deste modo, a análise de ondaletas
busca decompor uma dada série nos coe�cientes que a determinam, de maneira

2O retorno do ativo i no instante t é calculado como usual:

ri;t = ln (xi;t � xi;t�1) ;
onde xi;t é o preço do ativo i no instante t.
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única, na base ortonormal de ondaletas. É a partir desta noção que surge, de-
vido a [Ha10] a noção de ondaleta, desenvolvida recentemente pelos trabalhos
de, entre outros, [Gr88] e[Da92].
Em termos bastante gerais, a idéia por trás da análise de ondaletas é en-

tender como uma particular média ponderada de um conjunto de funções varia
entre períodos. Em se tratando de uma série temporal, este intuito pode ser
traduzido como o entendimento de como os componentes do sinal variam em
diferentes escalas, ou seja, em diferentes frequências temporais. Assim, por ex-
emplo, ao analisarmos a série de retorno do Ibovespa através da metodologia de
ondaletas, podemos endereçar questões como a diferença de volatilidade entre
os investimentos especulativos e o investimento em bolsa de micro e pequenos
investidores.
Formalmente, temos a

De�nição 1 Seja  : R �! R tal que
1Z

�1

 (u) du = 0

e
1Z

�1

 2 (u) du = 1:

Então  : R �! R é chamada ondaleta. Se, ainda, a transformação de Fourier
de  ,

	(f) =

1Z
�1

 (u) exp (�i2�fu) du

for tal que

C	 �
1Z
0

��	2 (f)��
f

df

satisfaz 0 < C	 <1, então  é dita uma ondaleta admissível.

De posse da de�nição formal de uma ondaleta, passemos à discussão da
transformação discreta de ondaletas (TDO) e da transformação discreta de on-
daletas de máxima sobreposição (TDOMS). Vejamos primeiramente o caso da
TDO.
Considere uma série temporal diádica de tamanho N = 2J - ou sinal diádico

- dado por X. Então, o vetor da tranformação discreta de ondletas, !, de
comprimento N é dado por

! =WX;

ondeW é a matriz do RN2

que de�ne a TDO de X. A matriz ! pode ser escrita
na forma

! = [!1; !2; : : : ; !J ; �J ]
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onde cada !i é um vetor de tamaho N=2i associando a mudanças na escala
�i = 2

i�1 enquanto que �J é um vetor de comprimento N=2J e está associado
aos coe�cientes referentes às médias da escala 2J . Já a matriz ortonormal W
consiste dos �ltros - ou ondaletas - utilizados na decomposição do sinal.
Passemos agora à análise da tranformação discreta de ondaletas de máxima

sobreposição, TDOMS. Ao contrário do caso anterior, X não necessita ser um
vetor de comprimento diádico, de modo que tomamos X um vetor de obser-
vações para uma dada série temporal de comprimento N . Então, o vetor e! de
comprimento (J + 1)N dos coe�cientes de TDOMS é dado por

e! = fWX;

onde fW é uma matriz do R(J+1)N2

que de�ne a TDOMS e é construída de forma
análoga àquela brevemente descrita para o caso da TDO.
Deste modo, o uso das matrizes W e fW é crucial na análise da composição

do sinal em cada uma das distintas escalas em cada instante do tempo.
Neste trabalho, foram utilizadas as ondaletas de Daubechies, D(2), ou on-

daleta de Haar, e D(8), ou L(8), todas elas ondaletas de suporte compacto.3

2.3 Obtendo estruturas de correlação e variâncias

O objetivo principal deste trabalho é estimar uma estrutura de variância e cor-
relações para os índices �nanceiros descritos há pouco nas diversas escalas per-
mitidas pela análise de ondaletas. Para tanto apresentamos a metodologia em-
pregada.

Considere a série temporalX; de comprimento 2J , e seja
nehj;l : l = 0; :::; Lj�1o

o �ltro de ondaletas para a j-ésima escala da TDOMS, onde Lj =
�
2j � 1

�
(L� 1)

é o tamanho do �ltro e L é o tamanho do �ltro ehl. Então, podemos de�nir o
processo estocástico

fWj;t ,
Lj�1X
l=0

ehj;lXt�l

que de�ne o sinal obtido pela �ltragem de X pelos coe�cientes de ondaletas da
TDOMS. Assim temos a

De�nição 2 Se existir, e for �nita, a variância de ondaletas tempo-dependente
para a escala �j, do sinal X, é dada por

�2X;t (�j) , var
nfWj;t

o
:

3Para uma revisão bastante completa da teoria envolvendo ondaletas nos referimos à
[Mo99]. Para aplicações de ondaletas às problemas de séries temporais e séries temporais �nan-
ceiras, nos referimos à [Pe83], [Pe92], [Pe93], [Pe94], [Pe95], [PeGu94], [PeMo97], [PeWa93],
[PeWa00]. Para espaços de Hilbert, nos remetemos à [Co90].
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Caso esta grandeza seja independente de t então �2X;t (�j) = �2X (�j) é chamado
variância de ondletas tempo-independente para a escala �j.

De�nição 3 Considere dois sinais X e Y de mesmo comprimento. Então a
covariância de ondaletas para a escala �j destas séries é dada por

�XY (�j) = cov
nfWX;j;t;fWY;j;t

o
:

E pode ser normalizada para um coe�ciente de correlação através de

�XY (�j) =
cov

nfWX;j;t;fWY;j;t

o
�
var

nfWX;j;t

o
var

nfWY;j;t

o�1=2 = �XY (�j)

�X (�j) �Y (�j)
:

Apesar da possibilidade de procedermos uma análise de variância com base
nos coe�cientes da TDO, nosso procedimento considera apenas a transformação
discreta de ondaletas de máxima sobreposição. Isto se deve ao fato de que o
estimador de variância baseado nos coe�cientes da TDOMS é assintoticamente
mais e�ciente do que aquele baseado nos coe�cientes da TDO [Pe95]. Os esti-
madores utilizados neste trabalho são aqueles sugeridos por [PeWa02], ao qual
nos referimos para as propriedades e resultados gerais acerca destes mesmos
estimadores.

3 Análise exploratória de dados

Com a �nalidade discutirmos o comportamento das séries de retornos para os
índices �nanceiros considerados neste trabalho, realizaremos uma análise explo-
ratória dos dados, abordando inclusive as transformações de ondaletas TDO e
TDOMS.
Iniciamos nossa análise com a série do Ibovespa. Observemos abaixo o grá�co

dos retornos do Ibovespa seguido do seu grá�co quantil-quantil normal.
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Fig. 1 - Retornos Ibovespa
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Fig. 2 - Q-Q Normal e Histograma, Retornos do Ibovespa

A análise dos dados sugere que os retornos do Ibovespa não apresentam uma
distribuição normal, além de apresentarem maior volatilidade na última terça
parte do período analisado. A observação do histograma sugere a presença de
caudas mais pesadas do que a de uma Gaussiana padrão. Passando à analise
dos retornos para a série do Dow Jones Industrial
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Fig. 4 - Q-Q Normal e Histograma, Retornos do Dow Jones Industrial

Novamente, observamos uma série de retornos com elevada oscilação no
último terço do período analisado. Entretanto, esta oscilação parece mais
acentuada do que no casod o Ibovespa, indicando uma volatilidade maior no
período para os retornos do índice Dow Jones Industrial. Mais uma vez obtemos
fortes evidências de que a distribuição destes retornos não segue uma Gaussiana
padrão, uma vez que as caudas da distribuição sugerem um comportamento
leptocúrtico.
No caso dos retornos para o Euro Stoxx observamos fenômeno parecido.
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Fig. 5 - Retornos Euro Stoxx 50
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Fig. 6 - Q-Q Normal e Histograma, Retornos do Euro Stoxx 50

Não é surpreendente que os retornos do Euro Stoxx 50 também apresentem
um comportamento bastante errático com elevação de volatilidade ao �nal do
período de análise. Alinhando seu comportamento àqueles sugeridos pelos grá-
�cos anteriores, esta série tambem oferece evidências de uma distribuição com
caudas mais pesadas do que aquelas relizadas por uma Normal.
De modo geral, a análise exploratória sugere que as três séries apresentam

algum grau positivo de correlação. Entretanto, conforme observamos anterior-
mente, não é possível ainda diferenciarmos entre os níveis de associação entre
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as diversas escalas ou frequências de cada sinal - esta tarefa será realizada na
próxima seção.
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Fig. 7 - TDO, Retornos Ibovespa
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Fig. 8 - TDO, Retornos Dow Jones Industrial
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Fig. 9 - TDO, Retornos Euro Stoxx 50

Passemos agora à análise dos coe�cientes de ondaletas obtidos pela TDO.
Para as três séries, em escalas mais altas, ou seja, os coe�cientes referentes ao
movimento de investimentos de longo prazo, podemos observar um desvio em
relação ao zero. Isto indica a presença de �utuações entre os períodos referentes
a cada uma destas escalas. Já em escalas mais baixas - relacionadas a investi-
mentos de curto prazo - os coe�cientes apresentam menores desvios com relação
ao zero a menos do período relacionado à recentes turbulência �nanceira. Neste
período - correspondente aos coe�cientes entre 450 e 500 - as três primeiras
escalas apresentam signi�cantes desvios com relação ao zero, o que indica uma
perturbação considerável dos investimentos de curto prazo no período.
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Fig. 10 - Análise de Multiresolução, Retornos Ibovespa
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Fig. 11 - Análise de Multiresolução, Retornos DJI
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Fig. 12 - Análise de Multiresolução, Retornos Euro Stoxx 50

Da mesma forma, ao abordarmos a análise de multiresolução com base na
TDOMS para as três séries, notamos que as frequências que mais contribuem
com a energia de cada sinal são as três frequências mais altas. Desta forma,
sugerimos a interpretação de que para os três índices, os investimentos de curto
prazo são preponderantes em sua composição e movimento. Novamente, veri�ca-
se uma �utuação largamente mais acentuada no período que coincide com a crise
recente dos mercados �nanceiros nestas mesmas frequências, o que oferece con-
sistência à conclusão de que os investimentos cuja volatilidade é mais acentuada
no contexto da crise �nanceira são aqueles de curto prazo.
Já para o caso de escalas mais altas - investimento de longo prazo - além

destes contribuirem de forma limitada para a composição do sinal, não há nen-
huma oscilação que mereça destaque em todo o período de análise
.

4 Resultados e discussão

Nesta seção apresentaremos as matrizes de variância de cada série de retornos,
seguidas das matrizes de correlação e discutiremos seus resultados, oferecendo
sua interpretação econômica. Todos os valores reportados são signi�cantes a
5%, como usualmente, e, para a análise de correlação, as três últimas escalas
não apresentaram resultados estatisticamente signi�cantes. Em cada tabela, di
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representa a i-ésima escala de ondaleta, onde i = 1; :::; 7. Quanto mais baixo
for i mais alta a frequência da análise.

Tabela1 - Retornos Ibovespa
Análise de Variância

d1 2; 332� 10�4 d6 3; 539� 10�6
d2 1; 375� 10�4 d7 8; 534� 10�7
d3 6; 653� 10�5 d8 10�10

d4 2; 071� 10�5 d9 10�10

d5 6; 096� 10�6 d10 10�10

Tabela 2 - Retornos Euro Stox
Análise de Variância

d1 1; 220� 10�4 d6 1; 434� 10�6
d2 5; 870� 10�5 d7 2; 738� 10�7
d3 2; 435� 10�5 d8 10�10

d4 8; 925� 10�6 d9 10�10

d5 2; 481� 10�6 d10 10�10

Tabela 3 - Retornos Dow Jones Industrial
Análise de Variância

d1 1; 143� 10�4 d6 7; 160� 10�7
d2 4; 202� 10�5 d7 3; 337� 10�7
d3 1; 834� 10�5 d8 10�10

d4 6; 242� 10�6 d9 10�10

d5 1; 681� 10�6 d10 10�10

Para todas as séries de retornos analisadas, a volatilidade decresce conforme
a escala aumenta, ou seja, os componentes de mais alta frequência dos índices
analisados apresentam maior volatilidade. Este resultado satisfaz às expectati-
vas econômicas que atribuem ao investimento de mais alta frequência um grau
de risco mais elevado.
Mais interessante, entretanto, é o fato de que em cada diferente escala, os

retornos do Ibovespa apresentaram a mais alta volatilidade, seguido dos retornos
do Euro e, por �m, do mesno volátil retorno Dow Jones Industrial. Este fato
corrobora, por assim dizer, a noção de uma volatilidade mais baixa no mercado
americano - tão chamado livre de risco - seguida do mercado europeu e de
um grau de incerteza mais elevado no mercado brasileiro. De modo geral, os
resultados indicam que as hipóteses de
Passemos agora à análise de correlação de ondaletas para estas mesmas séries

de retornos, nas mesmas dez escalas temporais distintas.
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Tabela 4 - Correlação de Ondaletas
d1 Ibovepa Euro Stoxx Dow jones

Ibovespa 1 0; 444 0; 603
Euro Stox 0; 444 1 0; 302
Dow Jones 0; 603 0; 302 1

d2 Ibovespa Euro Stox Dow Jones
Ibovespa 1 0; 623 0; 688
Euro Stox 0; 623 1 0; 582
Dow Jones 0; 688 0; 582 1

d3 Ibovespa Euro Stox Dow Jones
Ibovespa 1 0; 689 0; 744
Euro Stox 0; 689 1 0; 781
Dow Jones 0; 744 0; 781 1

d4 Ibovespa Euro Stox Dow Jones
Ibovespa 1 0; 737 0; 670
Euro Stox 0; 737 1 0; 810
Dow Jones 0; 670 0; 810 1

d5 Ibovespa Euro Stox Dow Jones
Ibovespa 1 0; 731 0; 700
Euro Stox 0; 731 1 0; 764
Dow Jones 0; 700 0; 764 1

d6 Ibovespa Euro Stoxx Dow Jones
Ibovespa 1 0; 591 0; 557
Euro Stoxx 0; 591 1 0; 809
Dow Jones 0; 557 0; 809 1

d7 Ibovespa Euro Stoxx Dow Jone
Ibovespa 1 0; 704 0; 864
Euro Stoxx 0; 704 1 0; 937
Dow Jones 0; 864 0; 937 1

A análise das tabelas acima indica que, para todas as escalas temporais, a
correlação entre os retornos do Ibovespa, Euro Stox e Dow Jones Industrial, dois
a dois, é positiva.
Tomando-se o Ibovespa e o Dow Jones Industrial, podemos ver que para as

três primeiras escalas - com frequências altas - estes mercados parecem bastante
correlacionados e de forma crescente nestas mesmas escalas. Isto pode sugerir
que movimentos nos retornos devidos ao comportamento de investimentos de
mais alta frequência - que já identi�camos com o investimento especulativo,
p.e., - estão atamente correlacionados em ambos os mercados. Em escalas mais
alta, ambos os índices voltam a apresentar correlações crescentes, indicando a
possibilidade de uma aderência maior entre os mercados no que diz respeito ao
investimento de longo prazo.
Já os mercados europeu e americano apresentam baixa correlação na primeira

escala. Entretanto, essa cresce rapidamente e atinge níveis muito próximos de 1

15



na sétima escala. Este fato dá suporte à idéia de que, apesar dos investimentos
de altíssima frequência apresentarem algum grau de descolamento em ambos
os mercados, à medida em que esta mes frequência diminui, estes mercados
apresentam comportamentos muito semelhantes.

5 Comentários �nais

Este artigo buscou implementar uma análise de ondaletas para indicadores �-
nanceiros - representativos da performance �nanceira dos mercados americano,
brasileiro e europeu - em dois níveis, no período dos últimos cinco anos. A princí-
pio, analisando padrões particulares de cada série e, posteriormente, procedendo
uma análise de variância e correlação com base em tranformações e ondaletas.
Em um primeiro nível, pudemos constatar que os investimentos de longo

prazo - ou, de frequência mais baixa - foram os que mais contribuíram com a
formação de cada sinal, bem como apresentaram maior �utuação no período
recente. Já os investimentos de longo prazo, ou de frequência mais alta, além
de sofrerem menores oscilaçãoes, ainda exerceram menor contribuição - energia
- à formação dos índices.
Finalmente, a análise de variância e correlações. A análise de variância

mostrou um nível de volatilidade mais elevado em todas as escalas para o mer-
cado brasileiro, seguido, respectivamente, pelo europeu e americano. Para cada
mercado, na medida em que a frequência do investimento diminui, ou seja,
quanto mais se eleva o caráter de curto prazo do investimento, maior sua volatil-
idade. Já a análise de correlações apontou para todos os mercados, em todas as
escalas, correlações positivas. Entretanto, no que tange a investimentos de longo
prazo, esta correlação é mais baixa, o que se reverte à medida que o caráter de
longo prazo do investimento se eleva. Assim, podemos inferir pela existência
de um maior alihamento entre os mercados sob análise no que diz respeito à
investimentos de mais longo prazo.
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